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Mallat 和 Zhang 首 先 于 1993 年 提 出 了 信 号 在 过 完 备 库

( over- complete dictionary) 上分解的思想[1]。通过在过完备库上

的分解 , 用来表示信号的基可以自适应地根据信号本身的特点

灵活选取。分解的结果 , 将得到信号的一个非常简洁的表达

( 即 : 稀疏表示 sparse representation) 。而得到信号稀疏表示的

过程称为信号的稀疏分解( sparse decomposition) 。由于信号的

稀疏表示的优良特性 , 信号稀疏表示已经被应用到信号处理的

许多方面 , 如信号去噪[1]、信号编码[2]和识别[3]等。其中 , 在信号时

频分布研究方面的应用特别值得关注[4]。但是目前信号的稀疏

分解在信号处理中的实际应用很难被推广而产业化。阻碍信号

稀疏分解研究及应用发展的关键因素是信号稀疏分解的计算

量十分巨大 , 计算时间在现有计算条件下令人无法忍受。国内

有研究人员指出 , 信号长度为 1 024 采样点时 , 信号的稀 疏 分

解的难度将十分巨大[4]。针对此问题 , 本文研究基于 MP 的信号

稀疏分解 , 通过分析过完备原子 库 的 形 成 过 程 , 在 FFT 算 法 [5]

基础上通过在由已选取的原子所构建的更小的原子库中搜索

局部最佳原子来解决耗时高的问题。同时以更少的原子表示信

号 , 有利于信号的压缩编码。

1 基于 MP 的信号稀疏分解

基于 MP 的稀疏分解 , 是目前信号稀疏分解的最 常 用 方

法。假设研究的信号为 f, 信号长度为 N。若将信号分解在一组

完备正交的基上 , 则这组基的数目应为 N。由于基的正交性 , 因

而基在由信号所组成的空间中的分布是稀疏的 , 从而 , 信号的

能量在分解以后将分散分布在不同的基上。这种能量分布的分

散最后将导致用基的组合表示信号时表达的不简洁性 , 即信号

表示不是稀疏的。非稀疏的表示 , 不利于信号的处理 , 如识别和

压缩等。为了得到信号的稀疏表示 , 基的构造必须使得基在信

号组成的空间中足够的密。由此 , 基的正交性将不再被保证 , 所

以此时的基也不再是真正意义上的基了 , 而改称为原子。由这

些原子组成的集合 , 是过完备的 , 被称为过完备 库( over- com-

plete dictionary of atoms) 。信号在过完备库上的分解结果一定

是稀疏的[1]。

设 D={g!}!∈" 为 信 号 稀 疏 分 解 用 到 的 过 完 备 库 , g! 为 由 参

数组 ! 定义的原子。用不同的方法构造原子 , 参数组 ! 所含有

的参数及参数个数也不一样。原子 g! 的长度与信号长度相同 ,

但原子应作归一化处理 , 即‖g!‖=1。" 为参数组 ! 的集合。由

库的过完备性可知 , 参数组 ! 的个数应远远大于信号的长度 ,
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即若用 P 表示过完备库 D={g!}!∈" 中原子的个数 , 则 P 应远远

大于信号长度 N。MP 方法分解信号过程如下[1]:

首 先 从 过 完 备 库 中 选 出 与 待 分 解 信 号 最 为 匹 配 的 原 子

g!0
, 其满足以下条件 :

|〈f, g!0
〉|=sup

!∈"
|〈f, g! 〉| ( 1)

信号因此可以分解为投影到最佳原子 g!0
上的分量和残余两部

分 , 即为:

f=〈f, g!0
〉g!0

+R1f ( 2)

其中 R1f 是用最佳原子对原信号进行最佳匹配后的残余。对最

佳匹配后的残余可以不断进行上面同样的分解过程 , 可得:

Rkf=〈Rkf, g!k
〉g!k

+Rk+1f ( 3)

其中 g!k
满足:

|〈Rkf, g!k
〉|=sup

!∈"
|〈Rk, f, g! 〉| ( 4)

由公式( 2) 和( 3) 可知 , 经过 n 步分解后 , 信号被分解为 :

f=
n- 1

k=0
"〈Rkf, g!k

〉g!k
+Rnf ( 5)

其中 Rnf 为原信号分解为 n 个原子的线性组合后 , 用这样的线

性组合表示信号所产生的误差。由于每一步分解中 , 所选取的

最佳原子满足公式( 4) , 所以分解的残余 Rnf 随着分解的进行 ,

迅速地减小。已经证明[1], 在信号满足长度有限的条件下 ,( 对数

字信号而言 , 这是完全可以而且一定满足 的) , ‖Rnf‖随 n 的

增大而指数衰减为 0。从而信号可以分解为 :

f=
∞

k=0
"〈Rkf, g!k

〉g!k
( 6)

事实上 , 由于‖Rnf‖的衰减特性 , 一般 而 论 , 用 少 数 的 原

子( 与信号长度相比较而言) 就可以表示信号的主要成分 , 即:

f≈
∞

k=0
"〈Rkf, g!k

〉g!k
( 7)

其中, n<<N。公式( 7) 和条件 n<<N 集中体现了稀疏表示的思 想。

虽然基于 MP 的稀疏分解是目前信号稀疏分解的最 常 用

方法 , 也是几乎所有算法中速度最快的 , 但和其它的信号稀疏

分解方法一样 , 存在的关键问题仍是计算量十分巨大。在基于

MP 的信号稀疏分解中 , 每一步都要完成信号或信号分解的残

余在过完备库中的每一个原子上的投影计算。按式( 4) 所要求 ,

选取每个最佳原子要进行的 内 积 计 算 〈Rkf, g!k
〉是 在 一 个 很 高

维( N 维) 空间的内积计算 , 而且要进行很多次选取 , 这是基于

MP 的信号稀疏分解计算量巨大的根本原因所在。因此减小计

算量的一个途径就是缩小搜索最佳原子的范围 , 下面的改进算

法对语音信号稀疏分解计算速度的提高有明显效果。

2 改进算法

通过深入研究过完备原子库 [6]的结构和语音信号的特点 ,

针对语音信号具有的类似余弦信号的周期特性( 如图 1) , 本文

提出以下改进算法 : 利用 FFT 在过完备原子库中选取了最佳

原子后 , 以这个原子为基原子 , 通过形成过完备原子库的离散

化参数 p 和 w[3]改变基原子的位置和相位。这样就可以由具有

相同尺度 , 不同位置和相位的原子组成一个子库 D′, 这个新原

子库比过完备原子库小得多。正是由于语音信号具有的类周期

特性 , 因此可以按照 FFT 算法的流程 , 在得到一个全局最佳原

子后 , 以这个最佳原子为基原子构造子库 D′, 再将上一次匹配

所得到的信号残差在子库中进行 MP 分解。由图 1 可知 , 若由

FFT 算法选取的最佳原子与语音信号中具有周期特性的部分

相匹配 , 那么残差信号将在子库中找到与其很好匹配的原子。

具体做法为 :( 1) 利用 FFT 算法选取最佳原子 g! , 并计算 信 号

或信号残差在原子 g! 上投影后的残差 ;( 2) 以原子 g! 为基原子

生成子库 D′, 让残差信号在子库 D′上做基于 MP 的稀疏分解 ,

这一步也是逐次逼近信号的迭代过程 , 可设定总迭代次数或以

残差信号能量为结束迭代的条件 ;( 3) 重复以上两步即可完成

信号在过完备原子库上的初步稀疏分解。如果初步分解的效果

令人满意 , 即可结束语音信号的稀疏分解 ; 如果初步分解的效

果不令人满意 , 以原来基于 MP 的稀疏分解方法继续进行分

解 , 直到得到满意的稀疏分解结果。

分析改进算法可知 , 原来在过完备原子库上的投影工作现

在大部分将在一个很小的子库中完成。因为搜索与信号或残差

信号相匹配的原子的范围缩小 , 所以要达相同的重建语音信号

质量所需的时间更少。另外由改进算法中构建子库的方法不难

得出这个结论 : 因为子库中的所有原子都具有相同的尺度 , 只

是所在位置和相位不同 , 所以若对信号进行压缩编码 , 改进算

法需要处理的数据量将更少。

3 实验结果与分析

实验中采用长度为 512 经归一化处理的实际语音信号。过

完备原子库的构造方法按文献[3]。若将原始的基于 FFT 算法

的稀疏分解记为算法 1, 改进后的算法记为算法 2。综合多次实

验的结果 , 改进的 FFT 算法在计算速度上比原始的 FFT 算法

提高 20%到 50%不等 , 见表 1。

由于子库的出现 , 使得分解过程中所选取的原子中有很多

都具有相同尺寸 , 从原子库的构造看 , 这些原子具有相同的尺

度因子、频率因子 , 不同的只是平移因子和相位因子。

从压缩编码角度看 , 这将有利于简化编码过程和减少编码

的数据量。对 512 长的语音信号 , 根据文献[3]中原子参数的量

化方案可知 , 若频率、相位和平移因子可分别用 4 位、6 位、9 位

编码 , 语音信号在原子库的投影值可用 10 位编码。表 2 比较了

算法 1 和算法 2 分解相同语音信号达到相同信噪比时编码所

需二进制位数。

由表 2 看出 , 改进算法分解后的数据量比原始 FFT 算法

数据量有明显的减少 , 最少为原始 FFT 算法的 63%。

( 下转 78 页)

表 1 语音信号稀疏分解计算速度比较

语音信号 1

语音信号 2

语音信号 3

语音信号 4

语音信号 5

语音信号 6

算法 1 所需时间/s

1.407 8

1.070 3

1.123 5

1.384 1

1.222 2

1.726 8

算法 2 所需时间/s

0.668 9

0.767 7

0.786 2

0.903 6

0.692 5

0.940 9
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多运行 n- 1 其中( n≥2) 步就能得到 T 即可。由定理 2 的充分性

证明知 : L( S) 中词 T 可以从初始语言 I 中的词 ni1
开始 , 运用粘

贴规则序列 r1, r2, ⋯ , rj- 1, 其中 rs=( ni1
ni2

⋯nis
, nis+1

) , s=1, 2, ⋯ , j-

1, 得到词 ni1
ni2

⋯nij+1
。

由定理 1 知: |T|≤n, 所以|T|≤j+1≤n, 即 j≤n- 1。因此粘贴

系统 S 至多进行 n- 1( n≥2) 步就可得到 T。

由上述定理可知 , 对于粘贴系统 S 来说 , 它模拟的有向图

G 与其产生的语言 L( S) 是一一对应的。

下面给出一个实例( 图 2) 来说明粘贴系统模 拟 哈 密 顿 路

问 题 的 整 个 过 程 。 模 拟 图 2 的 粘 贴 系 统 的 字 母 表 V={v11v12,

v21v22, ⋯ , vn1vn2}, 初始语言 I={ninj|ninj∈E}, 规则 R 同上。第 1 步

粘贴运算:

( n1, n2)$r( n1, n2) ,( n1, n6) =( n1n6) ,( n2, n1) $r( n2n1) ,( n2, n3)

$ r( n2n3) ,( n3, n4) $ r( n3n4) ,( n3, n6) $ r( n3n6) ,( n4, n5) $ r( n4n5) ,

( n5, n2)$r( n5n2) ,( n5, n4)$r( n5n4) ,( n5, n6)$r( n5n6)

令 I1={ninj|( ni, nj)$r( ninj) , i, j=1, 2, ⋯ , 6 且 i≠j}。这样 , 经

过第 1 步粘贴运算后得到 !( I) =I∪I1。根据粘贴规则 R=( T1,

T2) , 第 2 步粘贴运算可分为 4 类:

( 1) |T1|=|T2|=1。这类运算与第 1 步粘贴中的运算相同 , 它不

会给 !2( I) 中增加新词。

( 2) |T1|=1, |T2|=2。例 : 词 n1 与第 1 步粘贴得到的词 n2n3 在

规则下发生运算( n1, n2n3)$r=( n1n2n3) 。

( 3) |T1|=2, |T2|=1。例 : 第 1 步粘贴得到的词 n2n3 与词 n4 在

规则 r∈R 发生运算( n2n3, n4)$r=( n2n3n4) 。

( 4) |T1|=2, |T2|=2。例: 第 1 步粘贴得到的词 n1n2 与词 n3n4 在

规则 r∈R 下发生运算( n1n2, n3n4)$r( n1n2n3n4) 。

第 3 步 , 第 4 步粘贴运算与第 2 步粘贴类似。

下面看一下第 5 步也就是最后 1 步粘贴得到的结果。长度

为 6 的词有 : n1n2n3n4n5n6, n1n4n5n2n3n6 和 n3n4n5n2n1n6。由推论 2:

图 2 中有三条不同的哈密顿路 , 再由定理 2 或推论 1 知 : 这 3

条哈密顿路分别为 n1n2n3n4n5n6, n1n4n5n2n3n6 和 n3n4n5n2n1n6。

5 结论

本文将 DNA 计算中的形式模型应用于图论中的有向哈密

顿路完全问题。利用粘贴系统的高度并行性 , 对有向哈密顿问

题进行了模拟。通过构造的粘贴系统所产生语言的性质对有向

哈密顿路问题进行了分析 , 给出了有向图存在哈密顿路的充要

条件。( 收稿日期 : 2007 年 5 月)
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图 2 为一段实际语音信号和稀疏分解的重构 信 号 , 图 2

( b) 为基于原始 FFT 算法用 50 个原子的重构信号 ; 图 2( c) 为

与原始基于 FFT 的稀疏分解算法重建语音信号相同信噪比情

况下改进算法的重构信号。从图 2 中可看出 , 两图基本一样 , 只

是某些细节有出入。由于子库的出现 , 可以将信号在平移原子

库中选取的原子视为一个原子 , 这样改进算法在相同信噪比下

所需原子数更少 , 因此改进算法更为稀疏。
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表 2 语音信号稀疏分解编码所需二进制位数比较

语音信号 1

语音信号 2

语音信号 3

语音信号 4

语音信号 5

语音信号 6

算法 1 所需二进制位数

1 450

1 450

1 450

1 450

1 450

1 450

算法 2 所需二进制位数

915

926

1 005

1 035

1 117

1 131
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