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引言 

 
 

    振动与声是日常生活中每时每刻都遇到的现象 人们利用振动与声为人类造

福 改善人们的生活质量 但是 通常 人们会感到过大的振动与过高的声音带

来的烦恼 情况严重时会影响人类的生命财产安全 因此研究振动与声的规律

对发展国民经济 改善人们的生活质量都具有重要的意义  

    振动与声学所研究的物理本质是相同的 都是从宏观上研究物质在其平衡位

置附近的运动 但是它们所研究的物质运动的结果不同 振动一般只研究振动系

统内物质本身的运动状况 而声学着重研究物质的振动在介质中的传播特性 可

以说振动是声的原因 声是振动的结果 一般地 振动问题研究较多的是固体的

振动 而声研究较多的是物质的振动在空气和水中的传播  

    鉴于振动与声具有如此密切的关系 加上振动与声学的计算方法也有相应的

关系 因此开设本课程 希望本专业的学生能掌握振动与声学问题中较复杂问题

的数值计算方法  

    本课程的主要内容为  

1  离散振动系统与连续振动系统的运动方程  

2  连续振动系统的离散化方法  

3  振动问题的有限元法  

4  大自由度系统的近似计算  

5  声学问题的基本公式  

6  边界元方法在声学问题上的应用  

7  声辐射与散射 结构声耦合问题的计算  

主要参考书  

1) L. Meirovitch, ”Computational Methods in Structural Dynamics”, Sijthoff & 

Noordhoff Intl Publishers, 1980, (O342 M514C) 

2) D. R. Ciskowski, C. A. Brebbia ed, “Boundary Element Methods in Acoustics 

Computational Mechanics”, 1991, (O42-32 B765B) 
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第 1章 离散系统和连续系统的振动微分方程 
 
1.1  离散系统和连续系统 
 

系   统 自 由 度 描述系统运动的变量 运动方程 
方程消去时
间变量后 

离散系统 有 限 个 时间的函数 普通微分方程组 
解联列的代

数方程 

连续系统 无限多个 时间和空间的位置 偏微分方程组 
解微分方程

的边值问题 
 
1.2  离散系统的振动微分方程 
 
    设 n个自由度的系统用 n个广义坐标描述 )(tqi i = 1, 2, 3, , n q&为广义

坐标对时间的一阶导数, 则系统的动能为 
    012 TTTT ++=                                                 (1.1) 

其中 ∑∑
= =

=
n

i

n

j
jiji qqmT

1 1
2 2

1
&&                                         (1.2) 

2T 是广义速度的二次函数  

     ∑
=

=
n

j
jj qfT

1
1 &                                                  (1.3) 

1T 是广义速度的一次函数 0T jim 和 jf 是广义坐标 ),,1( niq i L= 和时间

的函数 一般地 研究旋转振动体时 动能中有 1T 和 0T 项 0T 项由离心力产生

1T 项由哥氏力引起 与旋转物体的陀螺现象相关 称陀螺项 1T 项也在含流体的
管道振动时出现  
系统的势能是广义坐标的函数 ),,,( 21 nqqqVV L= 弹性恢复力和重力

与势能有关 Rayleigh耗散函数为 

∑∑
= =

=
n

i

n

j
jiji qqc

1 12
1

&&F                                            (1.4) 

其中 jic 是粘性阻尼系数 ijji cc = 除粘性阻尼力外其它非保守力的虚功

Wδ 为 

    ∑
=

=
n

i
ii qQW

1

δδ                                               (1.5) 

其中 iQ 为广义力 是时间的函数 iqδ 为广义坐标的虚位移 Lagrange 函数

为 
    VTL −=                                                     (1.6) 
Lagrange方程 

    i
iii

Q
qq

L
q
L

t
=

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

&&

F
)(

d

d
        ( ni ,,2,1 L= )          (1.7)   

    一般地 方程组(1.7)是由 n个非齐次非线性二阶微分方程组成 对非线性方
程组不存在通解 必须通过小运动假设对方程线性化  
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1.3  平衡位置附近的小运动 
 
    所谓位形空间 ( Configuration Space ) 是以 iq 为坐标轴的 n维欧拉空间 状

态空间 ( State Space ) 是以 iq 和 iq& 为坐标轴的 2n维欧拉空间 而平衡位置是状

态空间中的常数解 即 const)( 0 == ii qtq 0)( 0 == ii qtq && 当 0const =
时为系统的平凡平衡位置 当 0const ≠ 时为系统的非平凡平衡位置  

    当系统处于平衡状态时 0)(0)( == tqtq ii &&& 即方程 1.7 在某种条件下

存在常数解 这意味着在这种条件下方程的右端项 iQ 为零 当 0=iQ 时 由于系

统处于平衡状态时 0=iq& 因此 VTTTL −++= 012 中 0012 === FTT L

简化为 VTL −= 0 代入式 1.7 得 

    0
)( 0 =

∂
−∂

=
∂
∂−

ii q
TV

q
L

或 写 成 0=
∂
∂

iq
U

 ( ni ,,2,1 L=  )            

(1.8) 
其中  

0TVU −=                                                     (1.9) 

U称为动力势能 是一种修改的势能 式 1.8 定义了系统的平衡位置 如果
U中含有比广义坐标二次项更高的项 则系统有多于一个平衡位置  
在讨论平衡位置附近的小运动时 可将广义坐标作平移 使 000 == ii qq &  

( ni ,,2,1 L=  ) 不失一般性 可讨论在平凡平衡位置附近的小运动 也就是

指这时 微分方程组可简化为线性微分方程组 为了得到线性化的振动微分方程

Lagrange 函数和 Rayleigh 耗散函数必须满足一定的条件 即它们是广义速度的
二次函数  
对 2T 只有当 jim 为常数且对称时 才满足线性化条件 即 

    
0

2
2

0

2
2

===
∂∂

∂=
∂∂

∂==
qqijqqji

ijji qq
T

qq
T

mm
&&

&&&&
 ( nji ,,2,1, L= )    (1.10) 

2T 的表达形式不变  

    对 1T 它本身是广义速度的一次函数 而不是广义速度的两次函数 因此只
有当 jf (1.3)为广义坐标的线性函数才满足条件 可设 

    ∑
=

=
n

i
ijij qff

1

      ( nj ,,2,1 L=  )                           

(1.11) 

    
i

j
ji q

f
f

∂

∂
=         ( nji ,,2,1, L=  )                          

(1.12) 

jif 是常数 于是 1T 可改写为 

    ∑∑
= =

=
n

j

n

i
jiji qqfT

1 1
1 &                                            (1.13) 

    对动力势能 ),,,( 21 nqqqU L 在广义坐标原点展开成 Tayler级数  
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    ∑ ∑∑
= =

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+=
n

i

n

i

n

j
ji

ji
i

i

n

qq
qq

U
q

q
U

UqqqU

1 1 1

2

21

2

1

)0,,0,0(),,,(

L

LL

             (1.14) 

按平衡位置附近小位移的假设 U(0 0 0)是常数 对运动方程没有影响
U是 iq 和 jq 的二次函数 忽略高次项后有 

    ∑∑
= =

≈
n

i

n

j
jijin qqkqqqU

1 1
21 2

1
),,,( L                             (1.15) 

其中

0

2

0

2

==
∂∂

∂=
∂∂

∂==
qijqji

ijji qq
U

qq
U

kk                         (1.16) 

jik 是常数 具有对称性( jik = ijk ) 称为刚度系数 其中包括来自弹性势能 V

的弹性刚度系数和来自离心力 0T 的几何刚度系  

    把式(1.1) 式(1.2) 式(1.4) 式(1.6) 式(1.9) 式(1.13)和式(1.15)代入式(1.7)
有 

    i

n

j
jjijjijijji Qqkqcgqm =+++∑

=1

])([ &&&    ( nj ,,2,1 L= )          (1.17) 

其中 jig 反对称 称为陀螺系数 

    ijjiijji gffg −=−=    ( nji ,,2,1, L= )                      (1.18) 

    另一类重要的力(循环力 ) 不是来自势能 而是来自动力传递装置 曲轴
轴系 滑轮等 有形式 jji qh 且系数 jih 反对称  

    jiij hh −=                                                   (1.19) 

    加入循环功后 系统的运动方程为 

    ijjijijjijijji

n

j

Qqhkqcgqm =++++∑
=

])()([
1

&&&    ),,2,1( ni L=     (1.20) 

把系统在原点 平衡位置 附近作小运动的线性常系数微分方程表示成矩阵形式

设 q = T
21 ],,,[ nqqq L 引入 nn × 矩阵 

    ][ jimM = ][ jigG = ][ jicC = ][ jikK = ][ jihH =              (1.21) 

则方程为 
M q&&  + ( G + C ) q&  + ( K + H ) q  Q                             

(1.22) 
其中 TMM = TCC = TKK =                                     (1.23) 
M C 和 K 分别为质量 惯量 阻尼和刚度矩阵 反对称矩阵 G 陀螺矩阵或
哥氏矩阵 和 H 循环矩阵 为 
    TT GFFG −=−= THH −=                                   (1.24) 

一般地 耗散函数 

∑∑∑∑
= == =

+=
n

i

n

j
jiji

n

i

n

j
jiji qqhqqc

1 11 1 2
1

2
1

&&&*F                          (1.25) 

    若用式(1.25)替代式(1.7)中的 F 则能导出方程(1.20) 也可用矩阵形式表示
动能 动力势能和耗散函数  

    qq && MT T
2 2

1=                                                 (1.26a) 
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    qq &FT T
1 2

1=                                                  (1.26b) 

    qq && CT

2

1=F                                                   (1.27) 

    qq HT&+= FF *                                                (1.28) 

    qq KU T

2

1=                                                   (1.29) 

    一般地 若有二次型 AXXf T=                                  (1.30) 

A为 nn × 实对称矩阵 X为 n维实向量  
正定  
    如果当 X不为零时 0>f X全为零时 0=f 则称实二次型 f是正定的
矩阵 A也是正定的  
半正定  
    当 X不全为零时 0≥f 则称实二次型 f半正定 A半正定  

    由于动能项 2T 按定义是广义速度 iq& ( ni ,,2,1 L= )的正定函数 因此 M是正定

的 C是半正定 K不能定  
 
例 1.1 导出图 1.1 所示系统的运动方程 然后使方程
组线性化 并识别系数矩阵 已知弹簧是非线性的

)()( 3
111 xxkxFs ε+−= )()( 3

222 yykxFs ε+−=    (a) 

动能 ])()[(
2

1 22 xyyxmT Ω++Ω−= &&            (b) 

其中 yΩ 表示 y×Ω  

耗散能 2
112

1
xc &F                           (c) 

势能 从某一位置回到势能零点时势力作的功 

      ∫∫ +=
0

2

0

1 )d()d(
y sx s FFV ηηξξ  

        ηηεηξξεξ d)(d)(
0 3

22

0 3
11 ∫∫ +−+−=

yx
kk  

        )]
2

1
([

2

1
)]

2

1
([

2

1 4
2

2
2

4
1

2
1 yykxxk εε +++=                         (d) 

由式(1.6) VTh −=  

          )]
2

1
([

2

1
)]

2

1
([

2

1
])()[(

2

1 4
2

2
2

4
1

2
1

22 yykxxkxyyxm εε +−+−Ω++Ω−= &&  

代入方程(1.7) 对 x 有  
    0)()()( 3

111 =++ΩΩ+−+Ω− xxkxymxcyxm ε&&&&&  

    0)(2 3
11

2
1 =++Ω−+Ω− xxkxmxcymxm ε&&&&  

对 y有                                                             (e) 
    0)())(( 3

22 =++Ω−Ω−−Ω+ yykyxmxmym ε&&&&  

    0)(2 3
22

2 =++Ω−Ω+ yykymxmym ε&&&    

线性化只要令 021 == εε 即可 
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    







=∴

m

m
M

0

0
    








Ω

Ω−
=

02

20

m

m
G     








=

00

01c
c  

      







Ω−

Ω−
=

2
2

2
1

0

0

mk

mk
K     








=

00

00
H  

     [ ] T00=Q  

直接从 T V F得到矩阵  

    )(
2

1
)()(

2

1 22222 yxmyxyxmyxT +Ω+−Ω++= &&&&  

    [ ] 















=

y

x

m

m
yx

m
T

&

&
&&

0

0

22         [ ] 















Ω−

Ω
=

y

x

m

m
yxT

&

&

0

0
1  

    [ ] 















Ω

Ω
=

y

x

m

m
yxT

2

2

1 0

0

2

1
 

线性化后的 V  

    [ ] 















=

y

x

k

k
yxV

2

1

0

0

2

1
    [ ] 
















=

y

xc
yx

&

&
&&

00

0

2

1 1F  

    







=∴

m

m
M

0

0
    








Ω−

Ω
=

0

0

m

m
F  

     

    






 −
=








−







 −
−=

02

20

0

0

0

0

Ω
Ω

Ω
Ω

Ω
Ω

m

m

m

m

m

m
FFG T  

   [ ] 















Ω−

Ω−
=−=

y

x

mk

mk
yxTVU

2
2

2
1

0 0

0

2

1
 

   







Ω−

Ω−
=

2
2

2
1

0

0

mk

mk
K  

显然 矩阵 M是正定的 矩阵 C 是半正定的 当 2
1 Ω> mk 和 2

2 Ω> mk 矩阵

K是正定的 2
1 Ω= mk 和 2

2 Ω= mk 或 2
1 Ω> mk 和 2

2 Ω= mk 矩阵 K是半正定的
2

1 Ω> mk 和 2
2 Ω< mk 或 2

1 Ω< mk 和 2
2 Ω> mk 矩阵 K是不定的 

 
1.4  连续系统 
 
1.4.1 连续系统的 Lagrange方程  边值问题 
    连续系统又称分布参数系统 它们的运动不仅依赖于时间 而且依赖于空间
位置 因此用偏微分方程来描述 一般分布参数系统处于三维空间域中 为了讨
论这类系统的共同特性 采用一维空间域讨论  
    讨论在域 Lx ≤≤0 上定义的系统 x 是系统中任何质点在空间的位置 通常
用 ),( txw 表示系统中各点偏离给定参考位置的位移函数  

    设系统的动能为  

    ∫=
L

xtxTtT
0

)d()( ,
ˆ

                                             (1.31) 
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其中, )( txT ,
ˆ
为动能密度 )()( wwTtxT ′= && ,

ˆ
,

ˆ
                           (1.32) 

.  和 '  分别为对时间 t和坐标 x 的偏导数  

   设: 虚功为 ∫=
L

xtxWtW
0

d),(ˆ)( δδ                                 (1.33) 

其中虚功密度 ),(ˆ txWδ 可写成两项 

    ),(ˆ),(ˆ),(ˆ txWtxWtxW cnc δδδ +=                                 (1.34) 

其中, ),(ˆ txWcδ 为保守力的虚功密度 ),(ˆ txW cnδ 为非保守力的虚功密度  

    ),(̂),(ˆ txVtxWc δδ −=                                           (1.35) 

其中, ),(̂ txV 是势能密度 可写成 

    )()( wwwVtxV ′′′= ,,ˆ,ˆ                                           (1.36) 
    用 ),( txp 表示分布的非保守力 非保守力的虚功密度为 

    ),(),(),( txwtxptxW cn δδ =                                      (1.37) 

其中 ),( txwδ 是域中任一点的虚位移  

Hamilton原理  
    在任何时间区段 ),( 21 tt 中 动能 变形能 阻尼力和外力所作功的变分为

零 这时所得到的才是真实的运动  
    利用拓展的 Hamilton原理 设 T 为系统的动能 Wδ 是势力和非势力的虚
功 则在相同的时间 相同的始终位置和相同的约束条件下 在所有约束允许的
可能运动中 真实运动是下述变分问题的解  

    ∫ =+2

1

0d)(
t

t
tWT δδ           21 , ttt = 0=wδ Lx ≤≤0          (1.38) 

其中 21 , tt 是任意时间 把式(1.31)至式(1.35)代入式(1.38) 可以得到 

    ∫ ∫ =+2

1

0dd)ˆˆ(
0

t

t

L

cn txWL δδ      21 ,ttt = 0=wδ Lx ≤≤0          (1.39) 

其中, ),,,,(̂ˆˆˆ wwwwwLVTL ′′′′=−= &&                                   (1.40) 

称为 Lagrangian密度 其变分为 

    w
w
L

w
w
L

w
w
L

w
w
L

w
w
L

L ′
′∂

∂+
∂
∂+′′

′′∂
∂+′

′∂
∂+

∂
∂= &

&
&

&
δδδδδδ

ˆˆˆˆˆ
ˆ               (1.41) 

把式(1.37)和式(1.41)代入式(1.39)得 

    0dd)
ˆˆˆˆˆ

(
2

1 0
=+′

′∂
∂+

∂
∂+′′

′′∂
∂+′

′∂
∂+

∂
∂

∫ ∫ txwpw
w
L

w
w
L

w
w
L

w
w
L

w
w
Lt

t

L
δδδδδδ &

&
&

&
  (1.42) 

通过分部积分 把式(1.42)转变成只包含 wδ 即不含 w′δ w ′′δ w&δ w′&δ 项  

    ∫ ′
′∂

∂L
xw

w
L

0
d

ˆ
δ = ∫ ′∂

∂L
w

w
L

0
)(d

ˆ
δ = xw

w
L

x

L
w

w
L L

d)
ˆ

(
0

ˆ

0
δδ

′∂
∂

∂
∂−

′∂
∂

∫           (1.43a) 

    ∫ ′′
′′∂

∂L
xw

w
L

0
d

ˆ
δ = xw

w
L

x

L
w

w
L L

d)
ˆ

(
0

ˆ

0
′

′′∂
∂

∂
∂−′

′′∂
∂

∫ δδ  

            = xw
w
L

x

L
w

w
L

x

L
w

w
L L

d)
ˆ

(
0

)
ˆ

(
0

ˆ

0 2

2

δδδ
′′∂

∂
∂
∂+

′′∂
∂

∂
∂−′

′′∂
∂

∫            (1.43b) 

    ∫ ∂
∂2

1

d
ˆt

t
tw

w
L

&
&
δ = tw

w
L

tt

t
w

w
L t

t
d)

ˆ
(

ˆ
2

11

2 δδ
&& ∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

∫                        (1.43c) 
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    ∫ ∫ ′
′∂

∂2

1 0
dd

ˆt

t

L
txw

w
L

&
&

δ = txw
w
L

x

L
w

w
L Lt

t
d]d)

ˆ
(

0

ˆ
[

0

2

1

&
&

&
&

δδ
′∂

∂
∂
∂−

′∂
∂

∫∫  

                    = ∫∫ ′∂
∂

∂
∂

−
′∂

∂
∂
∂

−
′∂

∂ Lt

t t

t
xw

w
L

x
t

L
w

w
L

tt

tL
w

w
L

0
1

2

1

2 ]d)
ˆ

([d
0

)
ˆ

(
0

ˆ
2

1

δδδ
&&&

 

                   ∫ ∫ ′∂
∂

∂∂
∂+ 2

1 0

2

dd)
ˆ

(
t

t

L
txw

w
L

xt
δ

&
                      (1.43d) 

把式(7.13)代入式(7.12) 并利用 0=wδ 在 21 , ttt = 使式(1.42)成为 

    xwp
w
L

xtw
L

tw
L

xw
L

xw
Lt

t

L
d])

ˆ
()

ˆ
()

ˆ
()

ˆ
(

ˆ
[{

2

2

2

0

2

1

δ+
′∂

∂
∂∂

∂+
∂
∂

∂
∂−

′′∂
∂

∂
∂+

′∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∫ ∫ &&
 

    0d}
0

ˆ

0
)]

ˆ
()

ˆ
(

ˆ
[ =′

′′∂
∂+

′∂
∂

∂
∂−

′′∂
∂

∂
∂−

′∂
∂+ t

L
w

w
LL

w
w
L

tw
L

xw
L δδ

&
                 (1.44) 

由于 wδ 是虚位移 是系统的任意可能位移 满足系统的约束条件 因此
),0(0 Lxxww ===′= δδ 是可取的虚位移的一种 在这种情况下 由于在域

Lx <<0 中 wδ 不为零 系统在域 Lx <<0 中必须满足下式 

    0)
ˆ

()
ˆ

()
ˆ

()
ˆ

(
ˆ 2

2

2

=+
′∂

∂
∂∂

∂+
∂
∂

∂
∂−

′′∂
∂

∂
∂+

′∂
∂

∂
∂−

∂
∂

p
w
L

xtw
L

tw
L

xw
L

xw
L

&&
  Lx <<0    (1.45) 

而边界上 如果满足 

    0
0

)]
ˆ

()
ˆ

(
ˆ

[ =
′∂

∂
∂
∂−

′′∂
∂

∂
∂−

′∂
∂ L

w
w
L

tw
L

xw
L δ

&
                            (1.46a) 

    0
0

ˆ
=′

′′∂
∂ L

w
w
L δ                                               (1.46b) 

在边界对式(1.46a)使 

    0)
ˆ

()
ˆ

(
ˆ

=
′∂

∂
∂
∂−

′′∂
∂

∂
∂

′∂
∂

w
L

tw
L

xw
L

&
            在 Lx ,0=               (1.47a) 

或  0=wδ                              在 Lx ,0=               (1.47b) 

对式(1.46b)使 

    0

ˆ

=
′′∂

∂
w
L

                              在 Lx ,0=              (1.48a) 

或  0=′wδ                                在 Lx ,0=              (1.48b) 

    总之 式(1.45)是连续系统在域 Lx <<0 上必须满足的 Lagrange运动微分方
程 而边界条件可以取式(1.46) 或在 0=x 和 Lx = 这两端从式(1.47a)和式(1.47b)
以及式(1.48a)和式(1.48b)中各选一个作为边界条件 但是边界条件必须反映系统
两端的物理条件  
  实际上方程(1.45)和式(1.47)以及式(1.48)既包括微分方程的初值问题 又包
括了边值问题 即它们既要满足初始条件 又要满足边界条件 但它与边值问题

更接近 因此下面称它们为边值问题  
    边界条件有两类 第一类是边界的几何约束 第二类是边界的力和力矩平衡
可通过实际例子来理解  
.例 1.2  一根处于弯曲状态
的杆 它的一端与以等角速



 8

度Ω旋转的轴刚性固定连接 另一端自由 杆上受载荷 ),( txp 杆长为 L 推导

它的振动微分方程 (见图 1.2) 

动能: ∫∫ ′+=
LL

xtxwxJxtxwxmtT
0

2

0

2 d)],()[(
2

1
d)],()[(

2

1
)( &&               (1.49) 

    其中 第一项为平动动能 第二项为转动动能 )(xm 为杆的单位长度质量
)(xJ 为单位长度转动惯量 质量惯性矩 )( txw ,& 为杆上 x 处长度为 dx 微单元的
速度 ),( txw′& 为杆上 x 处长度为 dx 微单元的角速度  

    势能 由两部分组成 一部分由弯曲引起 另一部分由使杆在轴向 x 向
缩短的轴向力引起  

    ∫∫ −+′′=
LL

xstxPxtxwxEItV
00

2 )dd)(,(d)],()[(
2

1
)(                    (1.50) 

其中 )(xEI 为弯曲刚度 ),( txP 为离心力引起的轴向力  

    ∫ Ω==
L

x
mxPtxP ξξξ d)()(),( 2                                   (1.51) 

因为Ω是常数 所以 )(xP 表示 x 处的离心力 是由 Lx → 以外的质量引起的  

    xtxwxxtxwxxs d)],([
2

1
d}]d),([)d{(dd 22122 ′≈−′+=−                (1.52) 

把式(1.51)和式(1.52)代入式(1.50)  

    ∫ ∫∫ ′Ω+′′=
L L

x

L
xtxwmxtxwxEItV

0

22

0

2 d)],(][d)([
2

1
d)],()[(

2

1
)( ξξξ        (1.53) 

由杆的自重所作的虚功为 处理为非保守力  

    ∫−=
L

cn xtxwgxmW
0

d),()( δδ                                    (1.54) 

从式(1.49)和式(1.53)可得 Lagrange密度  

    ∫ ′Ω−′′−′+=
L

x
wmwEIwJwmL 22222 ))(d(

2

1
)(

2

1
)(

2

1

2

1ˆ ξξ&&             (1.55) 

    分布力 mgp −=                                              (1.56) 

    计算方程(1.45)中的每一项  

    0

ˆ

=
∂
∂
w
L

 

    ∫ ′′Ω−′Ω=
′∂

∂
∂
∂ L

x
wmwxm

w
L

x
)d()

ˆ
( 22 ξξ  

    )()
ˆ

(
2

2

2

2

wEI
xw

L
x

′′
∂
∂−=

′′∂
∂

∂
∂

                                      (1.57) 

    wm
w
L

t
&&

&
=

∂
∂

∂
∂

)
ˆ

(  

    )()()
ˆ

(
22

wJ
x

wJ
txw

L
tx

′
∂
∂=′

∂∂
∂=

′∂
∂

∂∂
∂

&&&
&

   

    所以 系统在 Lx <<0 满足方程  

    0)()()d(
2

2
22 =−′

∂
∂+−′′

∂
∂−′′Ω+′Ω− ∫ mgwJ

x
wmwEI

x
wmwxm

L

x
&&&&ξξ     (1.58) 

    与边界条件有关的项为  
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    ∫ ′Ω−=
′∂

∂ L

x
wm

w
L

)d(
ˆ

2 ξξ  

    )()

ˆ

( wEI
xw

L
x

′′
∂
∂−=

′′∂
∂

∂
∂

 

    wJ
w
L

t
′=

′∂
∂

∂
∂

&&
&

)
ˆ

(                                                (1.59) 

wEI
w
L ′′−=

′′∂
∂ ˆ

   

因而 边界条件式(1.47a)取下列形式  

∫ =′−′′
∂
∂+′Ω−

L

x
wJwEI

x
wm 0)()d( 2 &&ξξ   ),0( Lx =                  (1.60) 

而式(1.48a)取如下的形式  
    0=′′− wEI                           ),0( Lx =                 (1.61) 

    因此, 在 0=x 边界条件(1.47b)或(1.60)以及边界条件(1.48b)或(1.61)必须满
足  
    0=x 为固定端 取(1.47b)和(1.48b) 称为几何边界条件  
    0),0( =tw                                                   (1.62a) 

    0|),( 0 =′ =xtxw                                                (1.62b) 

    在 Lx = 端为自由端 取式(1.60)和式(1.61)  

   由于 ∫ =Ω
L

L
m 0d2 ξξ  

所以 LxLx txwJtxwEI
x == ′=′′

∂
∂

|),(|)],([ &&                                 (1.63a) 

 0|),( =′′ =LxtxwEI                                             (1.63b) 

式(1.63)称为动力边界条件或自然边界条件  
    对固定端只有几何边界条件 对自由端只有动力边界条件 而对铰链则为一
个动力边界条件 一个几何边界条件  
初始条件为  
    )()0,( 0 xwxw =                                           (1.64a) 

        )(|),( 00 xwtxw t && ==                                         (1.64b) 

    考察方程 (1.58)和式 (1.62)至式 (1.64) 由于 gxm )( 将产生准静平衡变形

)(xw ts 因此 通过理解 ),( txw 是相对于 )(xw ts 度量的 gxm )( 能从式(1.58)中略

去  
 
1.4.2 特征值问题 
    在方程(1.58)和边界条件(1.62) (1.63)中 设 )(xw 为偏离平衡位置的位移
则方程(1.58)中 mg− 可忽略 由于无外力 是自由振动问题  

    设 w可分离 即在任何时刻 域中各点振动位移之比不变  
    )()(),( tFxWtxw =                                             (1.65) 

将(1.65)代入式(1.58)  

FWJ
x

mWFWEI
x

WmWxm
L

x
&&)

d

d
()](

d

d
)d([

2

2
22 ′−=′′−′′+′− ∫ ξξΩΩ  Lx <<0  
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                                                            (1.66) 
式(1.62) 0)0( =FW                                               (1.67a) 

         0| 0 =′ = FW x                                            (1.67b) 

式(1.63) FWJFWEI
x LxLx

&&
== ′=′′ )()](

d

d
[                               (1.68a) 

         0|)( =′′ = FWEI Lx                                        (1.68b) 

式(1.66)两边同除 )
d

d
( WJ

x
mWF ′−  

    
F
F

WJ
x

mW

WEI
x

WmWxm
L

x &&−=
′−

′′+′′Ω−′Ω ∫

d

d

)(
d

d
)d(

2

2
22 ξξ

= l                (1.69) 

    0=+ FF λ&&                                                   (1.70) 
设 stAtF e)(                                                     (1.71)  

代入式(1.70)得  
 02 =+ λs                                                    (1.72) 

 λ−±=2,1s                                                  (1.73) 
tttsts AAAAtF λλ −−− +=+= eeee)( 2121

21                         (1.74) 

当 0<λ 1s 和 2s 为实数 其中一正 一负 运动无界 这种情况与平衡位置小

位移无关 不讨论 0>λ 设 2ωλ = 则有 
    ωis ±=2,1                                                    (1.75) 

式(1.74)成为 
    titi AAtF ωω −+= ee)( 21                                         (1.76) 

    由于 )(tF 必须是实数 21 AA = 式(1.76)表示系统作频率为ω的简谐运动  

由式(1.69)左边  

( )



 ′−=′′+′′Ω−′Ω ∫ WJ

x
mWWEI

x
WmWxm

L

x d

d
)(

d

d
)d(

2

2
22 λξξ     Lx <<0   

                                                            (1.77) 
边界条件(1.67) 0)0( =W                                          (1.78a) 

               0| 0 =′ =xW                                        (1.78b) 

边界条件(1.68) LxLx WJWEI
x == ′=′′− |)(|)](

d

d
[ λ                         (1.79a) 

              0|)( =′′ =LxWEI                                     (1.79b) 

    求满足方程(1.77)与边界条件(1.78) (1.79)的非平凡解 )(xω 称为分布参数或
连续系统的特征值问题  
    方程最高四阶 四个积分常数加一个特征值λ 共五个未知数 而只有四个
边值条件 先解方程(1.77) 代入边界条件中的三个条件可确定用第四个常数表
示的三个常数 但第四个常数是唯一的 而有一个边界条件得到一个关于λ的方
程 一般是超越方程 它称为特征方程或频率方程 有一个满足特征方程的λ值
的无限可数集合 即 L,, 21 λλ ,它们称为特征值 与特征值相对应 有一个称为特

征函数的无限可数集合 L,, 21 WW 由于四个积分常数不能唯一确定 因此特征
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函数只给出振型 而不给出幅值 rr λω = ),2,1( L=r 为系统的固有频率 相

应地 特征函数 rW ),2,1( L=r 也称为固有振型 模态 同样也有正则振型(模态)  
    尽管特征值问题(1.77) (1.79)只是一个例子 但它代表着一类自共轭系统的
问题 当边界条件给定 解是唯一的 尽管方程相同 只要边界条件不同 那么

解也将不同  
事实上 特征值问题(1.77) (1.79)没有封闭解 因此下面将不具体地解这类
问题 而是讨论这一类问题的共性 以便寻找近似解的求解方法  

 
1.4.3 自共轭系统 
    为了讨论自共轭系统的特性 一般地可设 w是空间位置变量 x 的函数 讨论
w的线性齐次微分表达式  

    
p

p

p x
w

xA
x
w

xAwxALw
2

2

210 d

d
)(

d

d
)()( +++= L                         (1.80) 

其中 )()( 20 xAxA pL 是已知函数 Lw是函数 w和其 2p阶导数的齐次线性组

合 称为 2p阶微分表达式 L为线性齐次微分算子  

    
p

p

p dx
d

xA
dx
d

xAxAL
2

2

210 )()()( +++= L                            (1.81) 

其中 )()( 20 xAxA pL 是 x 的函数 并不影响算子的线性  

    设 M是与 L类似的算子 但阶次为 2q阶 pq < 微分方程为 

    MwLw λ=                                                    (1.82) 
其中λ是一个参数 方程(1.82)定义在域 Lx <<0 中 且 w必须满足边界条件  
    wCwB ii λ=   pi ,,2,1 L=   Lx ,0=                              (1.83) 

    其中 iB 和 iC 是线性齐次微分算子 iB 和 iC 的最高阶次分别为 2p-1和 2q-1

特征值问题包括求得使非平凡函数 w满足方程(1.82)和边界条件(1.83)的参数λ
参数λ的值和函数 w分别是系统的特征值和特征函数  
    对公式(1.77) (1.79)表示的特征值问题 L M iB iC 分别为  

    
4

4

3

3

2

2

2

2
22

d

d

d

d

d

d
2

d

d
]

d

d
)d[(

d

d

x
EI

xx
I

E
xx

I
Em

x
xmL

L

x
++−Ω−Ω= ∫ ξξ       (1.84a) 

    
2

2

d

d

d

d

d

d

x
J

xx
J

mM −−=                                        (1.84b) 

0=x 时 11 =B 01 =C
x

B
d

d
2 = 02 =C                         (1.84c) 

Lx = 时
3

3

2

2

1 d

d

d

d

d

d

x
EI

xx
I

EB −−=
x

JC
d

d
1 =

2

2

2 d

d

x
EIB = 02 =C   (1.84d) 

可以看出 2=p 1=q  

    式(1.82)和式(1.83)表示的特征值问题也能写成二维或三维域的形式 其中算
子形式会出现对不同空间位置变量的偏导数 域的边界形式也不同  
    在求解特征值问题之前 先引入有关函数的一些定义  
    设函数 )(xf 和 )(xg 是实函数且分段光滑 即在域 D Lx ≤≤0 中分段连续

分段有一阶导数 定义两个函数的内积为  

    ∫=
L

xgfgf
0

d),(                        (1.85) 
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    若函数 f和 g正交 则有   0),( =gf  

函数 f的模 f ∫==
L

xffff
0

22
d),(                             (1.86) 

    具有单位模的正交函数称为正则正交函数 函数的模存在 称它在域 D 中
平方可加 意味着函数 2f 在 Lebesgue意义上可积  

    模有界的函数 )( ∞<ff 称为有有限能量 这样的函数空间定义为 K 0 上

标指对函数 f导数的阶次为 0  
线性独立  
设 n个函数的集合为 nφφφ ,,, 21 L ),,2,1( nic i L= 为常数  

    02211 =+++ nnccc φφφ L                                       (1.87) 

    如果只有当所有的 ),,2,1( nic i L= 都为零时 式(1.87)才成立 则称函数

nφφφ ,,, 21 L 线性独立 否则 称它们线性相关  

    线性独立的函数集中所有函数之间两两正交 正交函数集必定线性独立 设
式(1.87)中的函数 nφφφ ,,, 21 L 之间两两正交 在两边乘 sφ 并在区间 Lx ≤≤0 积分

得 

    0d 2

1

2

1
0

=== ∑∑ ∫
==

ss

n

r
rssr

n

r

L

rsr ccxc φδφφφ   ns ,,2,1 L=             (1.88) 

    由于 0
2 ≠sφ  ),,2,1(0 nscs L==∴   nφφφ ,,, 21 L∴ 线性独立  

    任意函数 f与正则正交函数集 ),2,1( L=rrφ 之间的关系  

    设 ∫==
L

rrr xffc
0

d),( φφ   ),2,1( L=r                             (1.89) 

称 rc 为 f对正则正交系统的分量 即 f用 rφ 的线性组合表示时的常数系数 f与 rφ
线性组合差的模平方为  

    0d)(
0

2

1

2

1

≥−=− ∫ ∑∑
==

L n

r
rr

n

r
nn xcfcf φφ                            (1.90) 

展开式(1.90)中的积分  

    0d2d
0

1

22

1

2

1
0

2 ≥−=+−∫ ∑∑∑ ∫
===

L n

r
r

n

r
r

n

r

L

rr cfcxfcxf φ                   (1.91) 

由(1.91)式得     ∑
=

≥
n

r
rcf

1

22                                       (1.92) 

由于
2

f 与 n无关 因而可得 Bessel不等式 

    ∑
∞

=

≥
1

22

r
rcf                                                  (1.93) 

    设 )(xf 可用正则正交函数集 ),2,1( L=rrφ 的线性组合近似地表示为

∑
=

n

r
rrd

1

φ 为了得到对 )(xf 最好的近似 可设均方误差为  

    ∫ ∑
=

−=
L n

r
rr xdfM

0

2

1

d)( φ                                        (1.94) 

展开式(1.94)中的积分  

    ∑∑ ∫∫
==

+−=
n

r
r

n

r

L

rr

L
dxfdxfM

1

2

1
00

2 d2d φ  = ∑∑
==

+−
n

r
r

n

r
rr dcdf

1

2

1

2 2  
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       = ∑∑
==

−+
n

r
r

n

r
rr ccdf

1

2

1

22 _)(                                  (1.95) 

    显然 rr cd = 时 M 取最小值 即用 分量 作线性组合系数时 给出对 f
最好的近似 任一个分段连续函数 f用一系列正则正交函数近似 称为平均意义

上的近似 若 n足够大 使均方误差 xcf
L n

r
rr d)( 2

0
1

∫ ∑
=

− φ 能小于任意小的正数 那

么函数集 rφ ),2,1( L=r 称为完备函数集 对完备函数集 Bessel不等式取等号  

引入符号 ∑
=

=
n

r
rrn cf

1

φ ),2,1( L=n                                     (1.96) 

    若 0lim =−
∞→ nn

ff                                              (1.97) 

则序列 L,, 21 ff 在平均意义上收敛于函数 f  

    实际上 如果任何分段连续函数能用一组函数的线性组合以任何要求的精度
在平均意义上近似地表示 那么这组函数是完备的 它
不必具备正则正交的条件  
    上述有关函数及完备函数集的概念有利于对特征
值问题(1.82)-(1.83)的讨论 由于微分方程(1.82)含有 2p
阶导数 可用 K p

B
2 表示函数空间 其中函数 w的 2p 阶

导数有有限能量 同时 w满足边界条件(1.83) 称 K p
B
2 空

间中的函数为比较函数 比较函数不必满足方程 因此

它包含了作为子空间的特征函数空间  
为了简单 讨论如下的特征值问题  
    mwLw λ=   Lx <<0                                         (1.98a) 
    0=wBi   pi ,,2,1 L=   Lx ,0=                                (1.98b) 

其中 m为单位长度的质量  
    设 u和 v 为两个比较函数 定义一个内积为  

    ∫=
L

xuLvLvu
0

d),(                                              (1.99) 

    自共轭系统 若微分算子 L 和由特征值问题(1.98)描述的系统使式(1.100)成
立 则算子 L和系统称为自共轭算子和自共轭系统  
    ),(),( LuvLvu =                                               (1.100) 

对自共轭系统具有对称性  

    
0d

d

d

d
d

d

d

d

d
d

1

0
0

0
0

L

x
v

x
u

bx
x
v

x
u

axuLv
p

l
l

l

l

l

l

L p

k
k

k

k

k

k

L

∑∫ ∑∫
−

==

+=                     (1.101) 

其中 ),,2,1( pkak L= 和 )1,,2,1( −= plbl L 一般是 x 的函数  

记
0d

d

d

d
d

d

d

d

d
],[

1

0
0

0

L

x
v

x
u

bx
x
v

x
u

avu
p

l
l

l

l

l

l

L p

k
k

k

k

k

k ∑∫ ∑
−

==

+=                          (1.102) 

],[ vu 称为能量内积  

    可以看出 式(1.102)积分中只含 u v 及其 p 阶导数 而边界条件只含 p-1
阶导数 相应于几何边界条件 因此 u v 只要满足 p 阶导数在 )0( Lx ≤≤ 域

中为有限能量且仅满足几何边界条件 定义这样的 u v 组成的空间为 K p
G 称为

能量空间 u v 称为能量函数 或允许函数 显然 能量空间包含了作为子空
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间的比较函数组成的空间 K p
B
2 K p

G ⊃ K p
B
2  

    当 vu = 时 有 

    
0

)
d

d
(d)

d

d
(][

1

0

2

0
0

2 L

x
u

bx
x
u

auu
p

l
l

l

l

L p

k
k

k

k ∑∫ ∑
−

==

+=,                          (1.103) 

    可理解为特征值问题(1.98)表示系统的最大势能的两倍 用能量内积可定义
能量模  

    21][ uuu ,=                                                  (1.104) 

引入序列  

    ∑
=

=
n

r
rrn cu

1

φ   L,2,1=n                                       (1.105) 

    如果当 n足够大时
2

nuu − 小于任意小的正数ε 则称函数 L,, 21 φφ 在能量

意义上是完备的  
    若序列 L,, 21 uu 如果满足(1.106)式 则称它在能量意义上收敛于 u  

    0lim =−
∞→ nn

uu                                                (1.106) 

正定算子和正定系统  
    式(1.98)表示的系统 对任何比较函数 u 若当且仅当 0=u 时(1.107)式等号
成立 称算子 L和系统为正定的  

    0d),(
0

≥= ∫
L

xuLuLuu                                          (1.107) 

    系统和算子正定时 特征值 0>λ 等价于系统稳定 当式(1.107)中 0≠u 时
等号成立 则系统为半正定 有零特征值 系统能作刚体运动  
自共轭系统特征函数的正交性  
    讨论特征值问题(1.98) 两个不同的特征值为 rλ 和 sλ 对应的特征函数为 rw

和 sw 则有 

    rrr wmLw λ=                                               (1.108a) 

    sss wmwL λ=                                               (1.108b) 

    ∫∫ =
L

srr

L

rs xwwmxwLw
00

dd λ                                   (1.109a) 

    ∫∫ =
L

srs

L

sr xwwmxwLw
00

dd λ                                   (1.109b) 

把式(1.109a) 式(1.109b)得  

    ∫∫∫ −=−
L

srsr

L

sr

L

rs xwwmxwLwxwLw
000

d)(dd λλ                   (1.110) 

  0d
0

=∴ ∫
L

sr xwwm   )( sr λλ ≠                                     (1.111) 

    自共轭系统相应于不同特征值的特征函数对质量函数 m 正交 若特征函数

加权 m 则加权的特征函数以普通的方式正交  

    0),( =sr mm ωω   )( sr λλ ≠                                  (1.112) 

把式(1.111)代入式(1.109)式  

    0dd
00

== ∫∫
L

sr

L

rs xwLwxwLw         )( sr λλ ≠                   (1.113) 

    这表明 对自共轭系统特征函数在能量内积意义上也是正交的 如果特征值
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iλ共有 im 个重特征值 必定有 im 个相应的相互正交的特征函数 它们与其它特

征值对应的特征函数也正交  

正则化特征函数满足 1d
0

2 =∫
L

r xwm  

正则化的特征函数组成一个满足(1.114)式的无限可数正则正交函数集  

    rs

L

srsr xwwmwmwm δ== ∫0
d),(  L,2,1, =sr                  (1.114a) 

rsr

p

l
l

s
l

l
r

l

l

L p

k
k

s
k

k
r

k

ksr

L

x

w

x
w

bx
x

w

x
w

aww δλ=+= ∑∫ ∑
−

== 0d

d

d

d
d

d

d

d

d
],[

1

0
0

0

   L,2,1, =sr  

                                                          (1.114b) 
    前面的讨论中 无限可数正则正交函数集是完备的 因此 正则化的特征函
数集是完备的  
展开定理  
具有连续的 wL 并满足边界条件的任一函数w能用特征函数展开成绝对和

一致收敛的级数 形式如下  

    ∑
∞

=

=
1r

rr wcw                                                 (1.115) 

其中 系数 ∫=
L

rr xwwmc
0

d           L,2,1=r                       (1.116) 

式(1.115)和式(1.116)构成分布参数自共轭系统的展开定理 它形成了用模态分析
方法确定响应的基础  
    在于许多情况下 很难得到由式(1.115)表示分布参数系统特征值问题的封闭
解 只有在某些均布质量 均布刚度等简单情况下 才能获得系统特征值和特征

函数  
    在以后的讨论中 将采用近似的特征函数 即比较函数或能量函数 允许函
数 使用较方便  
 
1.4.4 非自共轭系统 
    结构动力学中大部分系统属自共轭系统 但某些气动弹性问题 如包含颤振
的系统必须作非共轭系统处理 下面讨论非自共轭系统的特性  
    设 L是线性齐次微分算子 可以证明总是存在一个由式(1.117)定义的共轭算
子 *L  
    ),(),( * uvLLuv =                                              (1.117) 

其中 u是 L域中的函数 v 是 *L 域中的函数  
    设 iu 是 L的一个特征函数 jv 是 *L 的一个特征函数  

    iii uLu λ=                                                  (1.118a) 

    jjj vvL ** λ=                                                 (1.118b) 

其中 iλ和 *
jλ 分别为 L 和 *L 的实特征值或复特征值 特征函数集 jv ),2,1( L=j 称

为特征函数集 iu ),2,1( L=i 的共轭  

由式(1.118)得  

    ∫∫ ==
L

iji

L

ijij xuvxLuvLuv
00

dd),( λ                              (1.119a) 
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    ∫∫ ==
L

jij

L

jiji xvuxvLuvLu
0

*

0

** dd),( λ                            (1.119b) 

上面两式相减得  

    0d)(
0

* =− ∫
L

jiji xvuλλ                                         (1.120) 

    若 )( *
ji λλ ≠ 则有 

    0d),(
0

== ∫
L

jiji xvuvu       )( *
ji λλ ≠   ),2,1,( L=ji             (1.121) 

当 *
ji λλ ≠ 时 与 L的特征值 iλ相应的特征函数跟与 *L 的特征值 *

jλ 相应的特
征函数之间正交 即特征函数 ),2,1( L=iu i 与共轭的特征函数集 ),2,1( L=jv j 存

在着双正交关系  
式(1.118a)可写成  

    0)( =− ii uL λ                                                (1.122) 

由式(1.122)得 
    0))(,( =− ii uLv λ                                             (1.123) 

展开式(1.123)并代入式(1.117)  
    0),)((),(),(),(),( ** =−=−=− iiiiiiiiii uvLuvuvLuvLuv λλλ          (1.124) 

由上式可知 iu 与 ivL )( * λ− 任一正交 必有 iu 为零 而 iu 是特征函数不为零 因

此必有 
    0)( * =− ivL λ                                                (1.125) 

    所以存在与特征值 iλ相应的 *L 的特征函数 由此可得出结论 L 算子的特征

值与 *L 的特征值吻合 但特征函数不同  

    正则化 使 1d
0

=∫
L

ii xvu ),2,1( L=i 可得到两组双正则正交函数集 

    ji

L

jiji xvuvu δ== ∫0
d),(                                        (1.126) 

    两个函数集是完备的 因此每一个平方可加函数 f能用任一个函数集的线性
组合来表示  

    ∑
∞

=

=
1i

iiuf α                                                  (1.127) 

其中 ),( fvii =α   ),2,1( L=i                                       (1.128) 

式(1.127)和式(1.128)为一种非自共轭系统的展开定理  
另一种为  

    ∑
∞

=

=
1j

jj vf β                                                 (1.129) 

    ),( fu jj =β   ),2,1( L=j                                      (1.130) 

fL 可有两种表示方法  

    ∑∑
∞

=

∞

=

==
11 i

iii
i

ii uLufL λαα                                      (1.131) 

或  ∑∑
∞

=

∞

=

==
11

**

j
jjj

j
jj vvLfL λββ                                    (1.132) 

当 *LL = 时 系统就转化为自共轭系统  
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第 2章 连续系统的离散化方法 

2.1 概述 
 
    连续系统的问题通过分离变量得到微分方程的边值问题 封闭形式的解很难
得到 因此考虑采用近似解的方法 通过离散化过程获得近似解 方法之一是用

一组给定函数的有限项级数展开解 另一种方法是把系统的质量和刚度集中表

示 离散化以后 把偏微分方程转变成联立的普通微分方程组  
本章讨论前一种方法 其中包括 Rayleigh Ritz法 与它密切相关的假定模
态法和加权残数法 包括 Galerkin法 配置法 最小二乘法 子域法和矩法
有限元法本质上是 Rayleigh Ritz法 但它同经典的 Rayleigh Ritz法又有些不
同 而且已经发展并形成了它的特色及大型软件 因此自成一章 在下一章专门

阐述  
 

2.2 Rayleigh Ritz法 
 
    讨论下面的特征值问题的解  
    mwLw λ=            Lx <<0                                 (2.1a) 
    0=wBi     pi ,,2,1 L=     Lx ,0=                             (2.1b) 

    其中 L是 2p阶自共轭微分算子 当封闭解不存在或不容易获得时 采用近
似解  
Rayleigh原理  
    对于保守系统 Rayleigh 商在主模态附近取驻定值 极值 解特征值问题
(2.1)等价于求 Rayleigh商的驻定值 极值  
Rayleigh商为 

    
),(

],[
)(

wmwm

ww
wR =                                            (2.2) 

    其中 w称为试探函数 试探函数在能量空间 K p
G中 即它满足边界条件(2.1b)

且 p阶导数在区间[0, L]内可积 能量有限 实际上 将在 K p
G的子空间

nS 中寻

找试探函数 n是有限的整数 用 nS 空间的函数 nw 近似 w 这样把给出 )(wR

驻定值的问题简化为确定 nw 和 )( nn wR=Λ 的问题 即使 )( nwR 是驻定的  

    
),(

],[
)(

nn

nn
n

wmwm

ww
wR =                                         (2.3) 

    设 LL ,,,, 21 nφφφ 满足两个条件 (i)任何 n 个函数线性独立 (ii)序列

LL ,,,, 21 nφφφ 在能量意义上是完备的 即对空间 K p
G中的任一函数 w及任意小的

0>ε 都存在一个足够大的 N 和一组常数 LL ,,,, 21 nααα 使式(2.4)成立  

    εφα <− ∑
=

N

i
iiw

1

                                               (2.4) 

或者条件(ii)可指序列 L,, 221111 φαφαφα + 在能量意义上收敛于 w  

从上述完备的函数集中选取n个函数 LL ,,,, 21 nφφφ 作为K p
G的n维子空间 nS

的基 这样 nw 能表示成 
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∑
=

=
n

i
ii

n aw
1

φ                                                   (2.5) 

其中 naaa ,,, 21 L 是待定的系数 把式(2.5)代入式(2.3) 可以得到  

    

















=

∑∑

∑∑

==

==

n

j
jj

n

i
ii

n

j
jj

n

i
ii

n

amam

aa

aaaR

11

11

21

,

,

),,,(

φφ

φφ
L  

                 

∑∑

∑∑

= =

= == n

i

n

j
jiji

n

i

n

j
jiji

mmaa

aa

1 1

1 1

),(

],[

φφ

φφ
                          (2.6) 

对自共轭系统有 

    ji

p

l
l

j
l

l
i

l

l

L p

k
k

j
k

k
i

k

kji k
L

xx
bx

xx
a =+= ∑∫ ∑

−

== 0d

d

d

d
d

d

d

d

d
],[

1

0
0

0

φφφφ
φφ  nji ,,2,1, L=   (2.7a) 

    ji

L

jiji mxmmm == ∫0 d),( φφφφ          nji ,,2,1, L=             (2.7b) 

其中 jik 称为刚度系数 jim 称为质量系数 它们有对称性  

    ijji kk =   ijji mm =   nji ,,2,1, L=                              (2.8) 

把式(2.7)代入式(2.6)得到 Rayleigh商的另一种形式 

    
),,,(

),,,(
),,,(

21

21
21

n

n
n aaaD

aaaN
aaaR

L

L
L =                                  (2.9) 

其中 ∑∑
= =

=
n

i

n

j
jijin aakaaaN

1 1
21 ),,,( L                                (2.10a) 

      ∑∑
= =

=
n

i

n

j
jijin aamaaaD

1 1
21 ),,,( L                               (2.10b) 

    Rayleigh商的分子与分母分别与 n个自由度系统的势能和动能对应 这样
由于式(2.5)的引入 把分布系统的特征值问题转化为 n个自由度离散系统的特征
值问题  
利用 Rayleigh商取驻定值的条件  

    0=
∂
∂

ra
R

  nr ,,2,1 L=                                          (2.11) 

得到  

    
D

a
D

a
N

D

N
a
D

D
a
N

a
R r

n

rrr

r

)()()(

2

∂
∂−

∂
∂

=∂
∂−

∂
∂

=
∂
∂

Λ
 0   nr ,,2,1 L=       (2.12) 

其中 nΛ 是 Rayleigh商的驻定值 从式(2.10)可得 

    ∑∑ ∑∑
= = = =

+=
∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂ n

i

n

j

n

i

n

j
rjijriji

r

j
ij

r

i
ji

r

aak
a

a
aa

a

a
k

a
N

1 1 1 1

)()( δδ  

    ∑∑∑
===

=+=
n

j
jjr

n

i
iri

n

j
jjr akakak

111

2      nr ,,2,1 L=             (2.13a) 
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    ∑∑ ∑∑
= = = =

+=
∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂ n

i

n

j

n

i

n

j
rjijriji

r

j
ij

r

i
ji

r

aam
a

a
aa

a

a
m

a
D

1 1 1 1

)()( δδ  

∑∑∑
===

=+=
n

j
jjr

n

i
iri

n

j
jjr amamam

111

2     nr ,,2,1 L=                (2.13b) 

把式(2.12)和式(2.13)相结合 得到  

    0)(
1

=−∑
=

n

j
jji

n
ji amk Λ            ni ,,2,1 L=                    (2.14) 

    式(2.14)组成了一组 n 个联立的代数方程 称为 Galerkin方程 也称为 Ritz
系统 因此确定式(2.3) Rayleigh商驻定值的问题转化为求式(2.14)表示的特征值
问题 把微分方程的求解简化为代数特征值问题的求解  
式(2.14)写成矩阵形式  
    aa MK nΛ=                                                  (2.15) 
其中 TKK = TMM = 是实对称的 nn × 刚度矩阵和质量矩阵 a 是一个 n 维系
数向量 如果算子 L 是正定的 则 M是正定的 K 也是如此 因此所有的特征
值 n

rΛ ),,2,1( nr L= 都是正实数 特征向量 ra ( nr ,,2,1 L= )也是实数向量 其中

特征值 n
rΛ 代表了系统(2.1)近似的前 n 个特征值 用式(2.5)可以得到系统的前 n

个近似的特征向量  

    ∑
=

=
n

i
iri

n
r aw

1

φ           nr ,,, L21=                            (2.16) 

其中 ria 是第 r个系数向量 ra 的第 i个分量 这样得到的特征值 n
rΛ 所对应的特

征向量 n
rw 称为 Ritz特征值和 Ritz特征向量 下面讨论 Ritz特征值和特征向量与

实际特征值和特征向量之间的关系  
    设特征值问题(2.1)的特征值为 L≤≤ 21 λλ 而特征值问题(2.15)的特征值为

n
n

nn ΛΛΛ ≤≤≤ L21 由于系统的允许函数 L,, 21 φφ 是完备的 当 ∞→n 时 就可

以得到特征值问题(2.1)的解 因此 Ritz 系统可以认为是迫使实际系统中常数
L== ++ 21 nn aa 为零时得到的系统  

    021 === ++ Lnn aa                                             (2.17) 

因此 11 λΛ ≥n                                                     (2.18) 

较高阶的情况可用特征值的最大 最小原理得到  
    由式(2.1)描述系统的第 1+s 阶特征值 1+sλ 的最大值可在迫使 u与前 s个特征
值正交的约束条件下 Rayleigh商的极小值 )(uR 得到  

即, )(minmax2 wR=λ   0),( 1 =ψw                                  (2.19) 
即当试探函数与第一振型正交时 使 Rayleigh 商 )(wR 取得极小值 这个极小值

就是 2λ 的最大值  

对于 Ritz系统加同样的约束 可得  
    )(minmax2 wRn =Λ   0),( 1 =ψw   0),( =jw φ   L,2,1 ++= nnj      (2.20) 

由于用于计算 n
2Λ 的空间维数低于计算特征值 2λ 的空间 因此 

    22 λΛ ≥n                                                      (2.21) 

一般地 有 r
n
r λΛ ≥            nr ,,2,1 L=                            (2.22) 

    因此 Ritz特征值是系统真实特征值的上限 Ritz特征值与实际特征值的接近
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程度取决于允许函数 rφ 的数目以及 rφ 本身的特性 一般 较低的特征值比较高
特征值更接近于实际的特征值 事实上最低的特征值有最好的近似特性 特征值

越高 精度损失也越多 在许多情况下 较高阶的 Ritz 特征值是不可靠的 当
式(2.5)中级数的项数 n 增加时 误差将减小 或至少不增加 另外 rφ 的特性对
Ritz特征值的精度有很大的影响 由于 rφ 是完备的 因此当 ∞→n 时 不同的 rφ
对 Ritz 特征值的影响就不明显了 上面的这些讨论不适用于特征函数 一般来
说 Ritz特征值比特征函数对实际系统有更好的近似  
    在应用 Rayleigh Ritz法的过程中 用到序列  
    11

1 φaw =  

    2211
2 φφ aaw +=  

    32211
3 φφφ aaaw ++=                                          (2.23) 

     

    增加级数(2.5)的项数 求解式(2.15)的 Ritz系统 并观察计算得到特征值改
进的程度 直到求得的特征值和特征向量达到足够的精度 即 n再增加计算结果
不再有有意义的改进  
    Rayleigh Ritz法的优点是增加级数(2.5)的项数时 前 nn × 阶的刚度矩阵和
质量矩阵不变 计算 )1()1( +×+ nn 阶矩阵时 只需计算增加的一列 即 

    
[ ]



















××××
×
×
×

=+
n

n K
K 1   

[ ]


















××××
×
×
×

=+
n

n M
M 1                       (2.24) 

设 1+nΛ 是矩阵 1+nK 和 1+nM 定义的系统 Ritz特征值 并有 1
1

1
2

1
1

+
+

++ ≤≤≤ n
n

nn ΛΛΛ L

那么有下式成立  
    1

12
1

21
1

1
+
+

++ ≤≤≤≤≤ n
n

n
n

nnnn ΛΛΛΛΛΛ L                               (2.25) 

即近似的特征值从上面单调地趋近于精确解  
    r

n
rn

l λΛ =
∞→

im                     ),,2,1( nr L=                    (2.26) 

解的收敛速度取决于允许函数 L,, 21 φφ 的特性  

如何选取允许函数集  
1) 从现有函数 即幂函数 三角函数 Bessel函数 Legendre多项式 Tchebycheff
多项式等中选择 若函数正交 则可节省计算工作量 也可用 Gram Schmidt
正交化过程使任何线性独立的函数集正交 但工作量较大 有些函数很难证明

其在能量意义上完备 但可作这一假设  
2) 从简化的特征值问题求得完备的函数集  
3) 直接采用有限元法  
 
例 2.1 导出图 2.1所示杆作纵向振动的特征值问题
并求出 4,3,2,1=n 时的 Rayleigh Ritz解  

已知系统参数为  

    ])(
2

1
1[

5

6
)( 2

L
xEA

xEA −=   
L

EA
K 2.0=  

    ])(
2

1
1[

5

6
)( 2

L
xm

xm −=                   (a) 
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解 动能 ∫=
L

xtxuxmtT
0

2 d)()(
2

1
)( ,&                                     (b) 

势能 )(
2

1
d)]()[(

2

1
)( 2

0

2 tLKuxtxuxEAtV
L

,,' += ∫                           (c) 

    )(
2

1
d)]()[(

2

1
)()( 2

0

2 tLKuxtxuxEAtVtW
L

,,' −−=−= ∫  

由式(1.38) 0d)(2

1

=+∫
t

t
tWT δδ   0=uδ   Lx ≤≤0   在 21 ttt ,=  

即 0)]d(
2

1
}d)]()[(

2

1
)()(

2

1
{[

2

1

2

0

22 =−−∫ ∫
t

t

L
ttLKuxtxuxEAtxuxm ,,', δδ &       (d-1) 

    )()( uuLtxL ′= ,ˆ,ˆ &   u
u
L

u
u
L

L ′
′∂

∂+
∂
∂= δδδ

ˆˆ
ˆ &

&
 

t
u
L

tt

t
u

u
L

tu
u
L t

t

t

t ∫∫ ∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂ 2

1

2

1

d)(d
1

2

&&
&

&

ˆˆˆ
δδ   

∫∫ ′∂
∂

∂
∂−

′∂
∂=′

′∂
∂ LL

x
u
L

x

L
u

u
L

xu
u
L

00
)d(

0
d

ˆˆˆ
δδ                             (d-2) 

    LxutxKutLKu == δδ )()(
2

1 2 ,,   )( 0
0 u

u

L
L δδ

∂
∂

=  

代入(d-1)   

0}d)(
0

)]d()([{
2

1 0
=−

′∂
∂+

′∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂−∫ ∫ =

t

t Lx

L
tutxKu

L
u

u
L

x
u
L

xu
L

t
δδ ,

ˆˆˆ

&
 

即  )()(
u
L

xu
L

t ′∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂−

ˆˆ

&
 

    0=−
′∂

∂
uK

u
L̂

或 0=u       Lx =  

    0=
′∂

∂
u
L̂
或 0=u            0=x  

   um
u
L

t
&&

&
=

∂
∂

∂
∂

)(
ˆ

  )()( uEA
xu

L
x

′′
∂
∂=

′∂
∂

∂
∂ ˆ

  uEA
u
L ′−=
′∂

∂ ˆ
 

方程为 )( uEA
x

um ′′
∂
∂=− &&  

        0=x   0=u  
        Lx =   0=+′ KuuEA  
设 UFu =  

    )(
d

d
UEA

x
FFmU ′=&&  

    2
)(

d
d

ωλ −=−==
′

F
F

mU

UEA
x &&

  )0( >λ  

    mUUEA
x

2)(
d

d ω=′−  
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    )()(]
d

)(d
)([

d

d 2 xUxm
x
xU

xEA
x

ω=−   Lx <<0                         (d) 

    0)0( =U                                                        (e) 

    0=+′ KUUEA           Lx =                                   (f) 

    

∫
∫ +′

==
L

L

xxUxm

LKUxxUxEA

UmUm

UU
uR

0

2

2

0

2

d)()(

)(d)]([)(

)(

][
)(

,
,

                (g) 

设 ∑
=

=
n

i
iiaxU

1

)( φ                                                    (h) 

其中 iφ为允许函数 采用简化特征值问题的解作允许函数  

令  const)( == EAxEA const)( == mxm  

边界条件中去掉 KU 则特征值问题由下列方程给出  
    02 =+′′ UU β   EAm22 ωβ =                                      (i) 
边界条件为 0)()0( =′= LUU  

特征函数 ]2)12[(sin)( LxrAxU rr π−=   ),2,1( L=r  

因此把 =φ )(xi L
xi

2

)12(
sin

π−
     )4321( ,,,=i                            (j) 

作为允许函数  
由式(2.7) 得 

    )()(d)()()(][
0

LLKxxxxEAk ji

L

jijiji φφφφφφ +′′== ∫,  

       ∫
π−π−−π−π−=

L
x

L
xj

L
xi

L
x

L
j

L
iEA

0

2 d
2

)12(
cos

2

)12(
]cos)(

2

1
1[

2

)12(

2

)12(

5

6
 

         
2

)12(sin
2

)12(
sin ππ −−

+
ji

K                                      (k) 

    ∫==
L

jijiji xxxxmmmm
0

d)()()(][ φφφφ ,  

∫
π−π−−=

L
x

L
xj

L
xi

L
xm

0

2 d
2

)12(
sin

2

)12(
]sin)(

2

1
1[

5

6
 

由此可得 jik jim 的表达式  

    ])12(
2

5
7[

20
22 π−+= i

L
EA

k ij        ji =  

   ]}
)(

1

)1(

1
)[12)(12(

4

3
1{)1(

5 22

1

jiji
ji

L
EA

k i
ij −

−
−+

−−+−= +     ji ≠       (l) 

    ]
)12(

1

5

6
1[

2 22 π−
−=

i
ml

mij        ji =  

    ]
)1(

1

)(

1
[)1(

5

3
22

1

2 −+
+

−
−

π
= −+

jiji
ml

m ji
ij   ji ≠                       (m) 

对 1=n   2

1
1 898899.1

mL
EA

=ω   
L
x

w
2

sin1
1

π=                             (p) 

  2=n   2

2
1 897794.1

mL
EA

=ω   2

2
2 884692.4

mL
EA

=ω                     (s) 



 23

  3=n   2

3
1 896942.1

mL
EA

=ω   2

3
2 883993.4

mL
EA

=ω  

          2

3
3 968519.7

mL
EA

=ω                                        (t) 

  4=n    2

4
1 896424.1

mL
EA

=ω   2

4
2 883993.4

mL
EA

=ω  

          2

4
3 965769.7

mL
EA

=ω   2

4
4 082449.11

mL
EA

=ω                   (u) 

收敛很快  
 
2.3 假定模态法  
 
     
在这种方法中离散化过程在推导方程之前  
设解可用允许函数 只是空间位置的函数 的有限级数表示 但系数是时间

的函数 用 Lagrange方程推导运动方程  
    设系统的动能为 

    ∫=
L

xwmtT
0

2d
2

1
)( &                                              (2.27) 

势能  

0
)(

2

1
d)(

2

1
)(

1

0

2

0
0

2 L

x
w

bx
x
w

atV
p

l
l

l

l

L p

k
k

k

k ∑∫ ∑
−

== ∂
∂+

∂
∂=                        (2.28) 

    从能量空间 K p
G的完备集中选 n个允许函数 nφφφ ,,, 21 L 组成一子空间 ns 用

nw 近似 w  

    ∑
=

=
n

i
ii

n tqxtxw
1

)()(),( φ                                          (2.29) 

其中 )(tq i 为广义坐标 把式(2.29)代入式(2.27)  

    ∫ ∑∑
==

=
L n

j
jj

n

i
ii xqqmtT

0
11

)d)((
2
1

)( && φφ  

    ∑∑ ∫
= =

=
n

i

n

j

L

jiji xmqq
1 1

0
d

2
1 φφ&&  

∑∑
= =

=
n

i

n

j
jiji qqm

1 12
1

&&                                              (2.30) 

其中 ∫==
L

jiijji xmmm
0

dφφ        nji ,,2,1, L=                       (2.31) 

][ jim 为对称矩阵  

把式(2.29)代入式(2.28)  
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         ∑∑
= =

=
n

i

n

j
jiji qqk

1 12
1

                                        (2.32) 

其中 ijji kk =
0d

d

d

d
d

d

d

d

d 1

0
0

0

L

xx
bx

xx
a

p

l
l

j
l

l
i

l

l

L p

k
k

j
k

k
i

k

k ∑∫ ∑
−

==

φφ
+

φφ
=  nji ,,2,1, L=    (2.33) 

][ jik 为对称矩阵  

    式(2.31)和式(2.33)与式(2.7)完全相同 即由假定模态法得到的质量和刚度矩
阵是与 Rayleigh Ritz法相同的  
对离散系统利用 Lagrange方程  

    0)(
d

d =
∂
∂−

∂
∂

rr q
L

q
L

t &
       nr ,,2,1 L=                            (2.34) 

    其中 VTL −= 是系统的 Lagrange函数 把式(2.31)和式(2.33)代入式(2.34)
得到特征值问题  

    0)(
1

=+∑
=

n

j
jjrjjr qkqm &&      nr ,,2,1 L=                          (2.35) 

设解为简谐的 则 j
n

jj qqq Λω −=−= 2&& 则方程(2.35)得到特征值问题  

    0)(
1

=−∑
=

n

j
jrj

n
rj qmk Λ       nr ,,2,1 L=                          (2.36) 

 
2.4 加权残数法 
 
    这种方法适用于变分法不能应用的场合以及非共轭系统  
讨论 

mwLw λ=               Lx <<0                              (2.1a) 
0=wBi   pi L,2,1=      Lx ,0=                                (2.1b) 

    设 试探函数 )(xw 在 K p
B
2 空间中 是比较函数 一般不满足方程 误差为

),( xwR 称为残数  
    mwLwxwR λ−=),(                                            (2.37) 

    v 为来自 K 0
空间的权函数 则加权残数为  

    )( mwLwvvR λ−=                                              (2.38) 

如果 v 与 R正交 则它们的内积为零  

    0d)()(
0

=−= ∫
L

xmwLwvRv λ,                                    (2.39) 

用完备的比较函数集中 n个函数 nφφφ L21 , 的线性组合近似地表示试探函数  

    ∑
=

=
n

j
jj

n aw
1

φ                                                  (2.40) 

nφφφ L21 , 是 K p
B
2 的 n 维子空间 ns 的一维基 而 nψψψ L21 , 是另一组完备比较函

数集的 n个函数 是子空间 nV 权函数空间 的一组基 而系数 ),,1( nja j L= 通

过迫使 ),,1( nii L=ψ 与残数正交(或残数用 iψ 表示时的分量为零)得到  

    0)d()(
0

=−= ∫
L nnn

ii xmwLwR Λψψ ,    ni ,,2,1 L=                  (2.41) 

其中 nΛ 是与 nw 相对应的近似特征值  



 25

满足式(2.41)就能使 nw 收敛于方程(2.1)解的原因是  
    1 iψ 来自完备的基 而 R与每一个 iψ 正交  

    2 iψ 的个数可无限增加 因而满足式(2.41)意味着 0→R 即 

    0)(lim =−=−
∞→

mwLwmwLw nnn

n
λΛ                               (2.42) 

把式(2.40)代入方程(2.41) 得到代数特征值问题  

    ∫ ∑ ∑
= =

−=
L n

j

n

j
jj

n
jjii xmaLaR

0
1 1

)d()( φΛφψψ ,  

          0)(
1

=−= ∑
=

n

j
jji

n
ji amk Λ      ni ,,2,1 L=                   (2.43) 

其中 ∫==
L

jijiji xLLk
0

d)( φψφψ ,        nji ,,2,1, L=                 (2.44a) 

      ∫==
L

jijiji xmmm
0

d)( φψφψ ,      nji ,,2,1, L=                 (2.44b) 

jim jik 是常系数 一般不对称 引入矩阵形式有  

    aa MK nΛ=                                                 (2.45) 
矩阵 K M一般不对称 不同加权残数法之间的区别在于权函数的特点  
 
1 Galerkin法 
权函数与试探函数相同  

ii φψ =                    ni ,,2,1 L=                          (2.46) 

因而 ∫==
L

jijiji xLLk
0

d)( φφφφ ,       nji ,,2,1, L=                   (2.47a) 

      ∫==
L

jijiji xmmm
0

d)( φφφφ ,     nji ,,2,1, L=                   (2.47b) 

其中 ijji mm = 而一般 ijji kk ≠  

由于函数 nφφ ,,1 L 为 K
p

B
2 中的比较函数 可对(8.47)作 p次积分 把 2p阶导数阶

低到 p阶 只有对共轭算子 L 才有 ijji kk = 成立  

考虑非自共轭系统特征值问题 

    mw
x
w

r
x
w

s
x

λ=+−
d

d
)

d

d
(

d

d
       Lx <<0                       (2.48a) 

    0)(')0( == Lww                                              (2.48b) 

系数 jik 可用下式表示  

    ∫ +−==
L jj

ijiji x
x

r
x

s
x

Lk
0

d]
d

d
)

d

d
(

d

d
[)(

φφ
φφφ ,                       (2.49) 

对式(2.49)做一次分部积分并代入边界条件  

    ∫ +=
L

jijiji xrsk
0

)d( ''' φφφφ                                       (2.50) 

因为 iφ和 jφ 不相等 它们的一阶导数也不相等 因此 jik 不对称  

对自共轭系统  
    ][ jiijji kk φφ ,==                                             (2.51) 

这时函数 iφ只需来自能量空间 K p
G 对自共轭系统 Galerkin 法和 Rayleigh Ritz

法得到同样的结果 式(2.50)中 0=r 就是一个例子  
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2 配置法 
    用得很多的另一种加权残数法是取权函数为空间的 Diracδ函数  
    )( ii xx −= δψ       ni ,,2,1 L=                                 (2.52) 

iψ 来自空间 K 1− 选一个点 ixx = 把式(2.52)代入式(2.41)  

    ∫ −−
L nnn

i xmwLwxx
0

d))(( Λδ  

        0)( =− = ixx
nnn mwLw Λ         ni ,,2,1 L=                 (2.53) 

    这表明微分方程在域 Lx <<0 中有 n 个预先选定的点 ixx = ),,2,1( ni L= 处

满足方程 当 ∞→n 时 区间中每一点都满足方程 这种方法的近似解即收敛于

精确解  
把式(2.52)代入方程(2.44)  

    )(d)(
0 ij

L

jiji xLxLxxk φφδ =−= ∫        nji ,,2,1, L=              (2.54a) 

    )()(d)(
0 iji

L

jiji xxmxmxxm φφδ =−= ∫    nji ,,2,1, L=              (2.54b) 

因此 ijji mm ≠ ijji kk ≠  

    在两维或三维问题中 边界有无穷多个点 因此出现三种配置法  
1) 内部法 试探函数 jφ 满足边界条件 不满足方程  

2) 边界法 试探函数 jφ 不满足边界条件 但满足方程  

3) 混合法 试探函数 jφ 既不满足边界条件 也不满足方程  

    这种方法的优点是易于计算 jik 和 jim 但缺点是对自共轭系统也必须求解非

对称特征值问题  
 
2 最小二乘法 
    最小二乘法的特点是具有混合特性 它既是变分法 又是加权残数法  
这种方法通过使残数 R模的平方最小获得近似解  

    mind
0

22 == ∫
L

xRR                                           (2.55) 

R来自式(2.37) 设解为式(2.40) 即 ∑
=

=
n

j
jj

n aw
1

φ 则式(2.55)可写成  

     min)d()(
0 1

22

1 == ∫
L

nn xaaRaaR ,,,, LL                         (2.56) 

系数可从下式得到(这只是满足上式的必要条件 并不充分)  

    0d2
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2 =
∂
∂=

∂
∂

∫
L

ii

xR
a
R

R
a

       ni ,,2,1 L=                      (2.57) 

相当于引入的权函数为  

    
i

i a
R

∂
∂=ψ          ni ,,2,1 L=                                  (2.58) 

把式(2.40)代入式(2.37)并利用式(2.57)得到  
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)d)](([ φΛφφΛφ  
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    ∑ ∫
=

−−=
n

j

L

ji
n
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n

jij LmmLLLa
1

0
))(())(())([( φφΛφφΛφφ xmm ji

n d)])(()( 2 φφΛ+   

    ∑
=

−−=
n

j
ji

n
ji

n
jij LmmLLLa

1

)()()[( φφΛφφΛφφ ,,, 0)]()( 2 =+ ji

n mm φφΛ ,   

                                               ni ,,2,1 L=        (2.59) 

其中 )][(][ jiji LLkK φφ ,==   )][(][ jiji mLhH φφ ,==  

      )][(][ jiji mmmM φφ ,==         nji ,,2,1, L=                  (2.60) 

      T
21 ][ naaa ,,,a L=                                           (2.61) 

特征值问题为  
    0])()([ 2T =++− aMHHK nn ΛΛ                                (2.62) 

引入辅助量 ab nΛ=                                              (2.63) 

并定义 2n维向量 [ ]TTT aba * M=                                     (2.64) 

定义 nn 22 × 阶矩阵  

    







−

−+
=

0

T
*

K

KHH
K   








−

=
K

M
M

0

0
*                          (2.65) 

特征值问题 2.62 就转变成标准的特征值问题  
    **** aa MK nΛ=                                             (2.66) 
因此 这种方法需要解矩阵阶数两倍于 Galerkin法和配置法的特征值问题  
 
4 子域法 

    把域 D分成 n个较小的子域 ∑
=

=
n

i
iDD

1

权函数 iψ 为  

    




=
中不在

中在

i

i
i Dx

Dx

0

1
ψ                                      (2.67) 

把式(2.67)代入式(2.41) 并用式(2.40)作试探函数  

    0d)(
11

=− ∑∫ ∑
==

xmaLa
n

j
jjD

n
n

j
jj

i

φΛφ     ni ,,2,1 L=                  (2.68) 

因此 在整个子域中平均残数为零 随着子域的增加 特征值问题在越来越
小的子域中满足 其极限即整个域中每个点都满足方程 特征值问题为式 2.43  

    0)(
1

=−∑
=

n

j
jji

n
ji amk Λ      ni ,,2,1 L=  

其中 ∫=
iD

jji xLk dφ           nji ,,2,1, L=                       2.69a  

      ∫=
iD

jji xmm dφ          nji ,,2,1, L=                        (2.69b) 

系数 jik jim 是非对称的 这种方法用于振动问题有欠缺  

 
5 矩法 
    权函数采用 1−= i

i xψ          ni ,,2,1 L=                        (2.70) 

把式(2.70)和式(2.40)代入式(2.41)  
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    0)d(
0

11

1 =−∫ ∑∑
==

−L n

j
jj

n
n

j
jj

i xmaLax φΛφ      ni ,,2,1 L=               (2.71) 

1=i 相当于整个区间平均残数为零 ni ,,3,2 L= 指从一阶矩到 )1( −n 阶矩为零
特征值问题相同 其中 jik 和 jim 为  

    ∫ −=
L

j
i

ji xLxk
0

1 dφ         nji ,,2,1, L=                         (2.72a) 

    ∫ −=
L

j
i

ji xmxm
0

1 dφ        nji ,,2,1, L=                         (2.72b) 

 一般地 ijji kk ≠ ijji mm ≠ 这种方法已用于边界层问题 而在振动问题上

并未获得应用  
 
例 2.2  图 2.1所示的系统用比较函数 xx ii βφ sin)( = ni ,,2,1 L=            (a) 

作为试探函数 试用配置法求解特征值问题 并与 Rayleigh Ritz法对比  

解 iφ必须满足边界条件 )(
d

)(d
)( LK

x
x

xEA iLx
i φ

φ
−== =                    (b) 

把例 2.1的(a) )(xEA 和 k 代入上式得  

    LL ii ββ 3tan −=              ni ,,2,1 L=                           (c) 

得到 758164.11 =Lβ   781983.42 =Lβ    
      896171.73 =Lβ   02577.114 =Lβ                            (d) 

用式 2.54a 得到刚度系数 其中算子 L为 

    }
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d
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k ββββ −+=   nji ,,2,1, L=        (f) 

    ij
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ji x
L
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2

1
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5

6 2−=       nji ,,2,1, L=                      (g) 

    2=n 选 31 Lx = 322 Lx = 得  

    
2

2

1 940773.1
mL

EA
=ω       

2

2

2 018765.5
mL

EA
=ω                      (i) 

14=n  

2

14

1 8967301
mL

EA
.=ω       

2

14

2 8898944
mL

EA
.=ω                     (j) 

相当于 Rayleigh Ritz法 4=n  
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第 3章  有限元法 
 

3.1 概述 
  
    上一章我们讨论用经典的近似方法求解连续系统的特征值问题 这些方法中
的难点是如何寻找合适的允许函数或比较函数 加权残数法 对形状复杂 系

统参数有突变的情况 经典的方法就无能为力了  
    一种基本原理出自经典的 Rayleigh Ritz法 而具有很强通用性的方法应运
而生 它的基本思想是在较小的子域中 有限单元中 定义允许函数 而不是像

经典的方法那样定义在整个域中适用的允许函数 这样 就能采用非常简单的允
许函数 大多数情况是一些低阶的多项式 称为插值函数 对复杂形状的结构

用有限元法处理是很方便的  
    有限元法具有很多优点 但是 我们在应用有限元法的同时 也要看到 对
一些形状简单 参数无突变的结构 经典的方法有时也是相当有效的 且比有限

元法更好 还有一点要注意的是 有限元法也带来了一些问题 如计算机的容量
问题 高阶矩阵运算 截断引起的积累误差等等 这些都是值得研究和极待解决

的问题  
    本章介绍有限元方法的理论和计算的基本过程  
 
3.2 二阶问题 
     
    弦 杆 轴振动的特征值问题可用二阶微分方程定义  
    mwkwws 2)( ω=+′′−             Lx <<0                        (3.1) 

典型的边界条件是 
    0)0( =w                                                     (3.2a) 

    0=+′ Kwws   Lx =                                           (3.2b) 
    其中 式(3.2a)表示几何边界条件 式(3.2b)表示动力边界条件 相应于 Lx =
端有一刚度为 K的弹簧约束  
特征值问题为  
    mwLw λ=                     Lx <<0                        (3.3a) 
    01 =wB                       Lx ,0=                         (3.3b) 

其中 k
x

s
x

L +−= )
d

d
(

d

d 2ωλ =  

      11 =B 在 0=x 处                                        (3.4) 

      K
x

sB +=
d

d
1 在 Lx = 处 

显然 L是二阶算子 L是自共轭 正定的  
设 特征值问题的近似解为 

    ∑
=

=
n

j
jj

n aw
1

φ                                                   (3.5) 

其中  jφ 是 n 个来自完备集合的试探函数 它们成为在 K 2
B空间中子空间

nS 的

基 就是说 jφ 是 n 个独立的比较函数 它们二次可微 并满足所有的边界条

件  
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对特征值问题(3.3) Rayleigh商为   
),(

],[

wmwm

ww
R =                    (3.6) 

其中 能量内积为  
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加权内积为 ∫=
L

xmwwmwm
0

2d)( ,                                  (3.8) 

设式(3.5)为变分问题的解 由于系统自共轭 因此 jφ 只需要是来自能量空间 K 1
G

的允许函数 如果 jφ 是已知函数 把式(3.5)代入式(3.6)并利用 Rayleigh商取驻定

值的条件得到代数特征值问题  

    ∑∑
==

=
n

j
jji

n
n

j
jji amak

11

Λ        ni ,,2,1 L=                          (3.9) 

其中  

    )()(dd][
00

LLKxkxsk ji

L

ji

L

jiiij j
φφφφφφφφ ++′′== ∫∫,   nji ,,2,1, L=   (3.10a) 

    ∫==
L

jijiji xmmmm
0

d)( φφφφ ,     nji ,,2,1, L=                (3.10b) 

    从式(3.10)中可看到如果 s和 m是 x 的复杂函数 那么即使允许函数是简单
的三角级数 jik jim 的计算也是相当复杂的 因此要寻找计算工作量小的允许

函数  
    由于在特征值问题(3.3)中 算子 L 是自共轭的 因此φ只需属于能量空间
K 1

G 这表示它必须是连续的 因此这排除了分段常数的函数 而分段线性函数

是许可的 而且这些分段线性的函数只需要在某一个子域中定义 其它地方为零

这称为局部基 有限元法就是要构造尽可能简单的局部基 jφ  

设整个域 L可分成 n个子域 或称单元 最简单的是选每个单元的长度都为
nLh = 单元之间的边界称为节点  

线性单元 
    采用如图 3.1 所示的跨越两
个子域的线性函数 jφ 屋顶函数
作为允许函数 由于 jφ 在域

hjxhj )1()1( +≤≤− 中是由两条

直线构成 而在其它域中为零
因此它是接近正交的 即 jφ 与除

了 1±= ji 以外的所有 iφ正交 而
且对不论什么权函数都成立 所有的 jφ 具有单位幅值 因此它们是正则化的

这一点具有重要的物理意义 这时试探函数 )(xwn 中与第 j 个节点对应的是系数
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ja 而 ja 就是第 j 点的位移 如图 3.2 所示 有限元法与经典的 Rayleigh Ritz

法明显的区别就在于系数 ja 在有限元中有明显的物理意义  而在经典的

Rayleigh Ritz 法中只有数学上的
意义 有限元法与 Rayleigh Ritz
法的另一个区别在于 当 n 改为
n+1时 整个允许函数集 jφ 都将改

变 而在经典的 Rayleigh Ritz法
中只是增加了一个 1+nφ 而已 其它
的 jφ ),,2,1( nj L= 不变 因此 有限元中单元数 n变化时 刚度矩阵与质量矩阵

中所有的元素 jik 和 jim 都将发生变化 由于单元很小 加上允许函数本身是低阶

多项式 且在除了单元 j和 j+1外 其它单元上为零 因此 jik 和 jim 的计算具

有规范化的格式 单元数量的增加不会引起计算工作很大的困难 加上数字计算

机的发展 更使有限元法能发展成结构分析强有力的工具  
    为了简化 jik 和 jim 的计算 考虑第 j个单元 先计算单元对 Rayleigh商的贡

献 然后把结果组合 这在有限元法中称为组装  
    当域分成 n个单元时 Rayleigh商为  

    ∑∑
==

=
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j
j
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j
j DNR

11

                                            (3.11) 

其中 )(]d)([ 2

)1(

22 LKwxkwwsN jn
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hjj δ++= ∫ −
'     nj ,,2,1 L=          (3.12a) 

      ∫ −
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hjj xmwD
)1(

2d         nj ,,2,1 L=                        (3.12b) 

在区间 jhxhj ≤≤− )1( 中的位移 )(xw 可用节点位移

1−ja 和 ja 表示 见图 3.3  

jj a
h

hjx
a

h
xjh

xw
)1(

)( 1

−−+−= −   

                     nj ,,2,1 L=    (3.13) 

其中 00 =a 边界条件  

引入记号 ξ=−=−
h
x

j
h

xjh
             (3.14a) 

          ξ−=+−=−−
11

)1(

h
x

j
h

hjx
    (3.14b) 

在有限元中 x称为局部坐标或自然坐标 它是无量纲的 记 
    ξ=1L   ξ−= 12L                                             (3.15) 
位移函数 )(xw 可以写成如下形式  

    jj aLaLxw 211)( += −                                            (3.16) 

    1L 和 2L 起了单元 j 中允许函数的作用 由于每一节点一般为两个单元所共
有 因此实际上一个单元中只有一个允许函数 1L 和 2L 称为线性插值函数或形
函数 对线性单元它们与自然坐标一致 把式(3.15)和式(3.16)代入式(3.12) 得  
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    
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其中 jK 和 jM ),,2,1( nj L= 是 2 2阶的单元矩阵 其中的各元素为  
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11 d)( ξξξmhm j  
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02112 )d1()( ξξξξmhmm jj                nj ,,2,1 L=       (3.18b) 

    ∫ −=
1

0

2
22 d)1)(( ξξξmhm j    

    由于 00 =a 因此必须从 1K 和 1M 中划去第一行和第一列而成为一个标量
但为了处理上的方便 仍作为一个矩阵处理 对足够小的区域 h )(ξs )(ξk 和

)(ξm 在一个单元中能当作是常数 iK 和 iM 为单元的刚度矩阵和质量矩阵  

把式(3.17)代入式(3.11) 得到  

    
aa
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M
K

R
T

T

                                                  (3.19) 

其中 T
21 ][ naaa ,,,a L= 是节点位移向量 K 和 M 分别是整体刚度矩阵和质量矩

阵 它们通过如下的格式形成  
    阴影部分为有关子矩阵中各项的和 由于用作允许函数的局部基跨越两个相

邻单元 因此带状矩阵 K和 M带宽为 3  
使式(9.19)Rayleigh商取驻定值 极值 得实对称特征值问题  
    aa MK nΛ=                                                  (3.21) 
能量空间 K 1

G  中的有限元解 nw 当 ∞→n 时在能量意义上收敛 尽管在收敛速度

上存在某些问题  
作为例子 设系统(3.1)的参数 s k m都为常数 导出质量和刚度矩阵 从式(3.18)

得到 
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组装后 得到  

 

        
例 3.1 用有限元法的线性单元解特征值问题 3.1 确定与例 2.1用经典的 Rayleigh

Ritz法有同样精度时划分有限单元的数量  
    利用式(3.18)可导出单元质量矩阵和刚度矩阵 对比例 2.1 式(d)和式(3.1)
可得到  
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把(a)代入式(3.18)并积分 得单元矩阵  
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其中 hn
L = 利用式(3.20)的组装方式 且划去 1K 1M 的第一行第一列 则

整体刚度矩阵和质量矩阵为  
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30=n 时 2

30
1 894771.1

mL
EA

=ω   2

30
2 888352.4

mL
EA

=ω                     (f) 

 
3.3 高阶单元  插值函数 
 
    上一节用了最简单的多项式作为试探函数 那么能否应用高阶多项式作为试
探函数来获得更高的近似呢 为了回答这个问题 先回顾一下 3.2节的线性单元
并讨论插值函数的一般形式  
    ξ21 iii ccL +=                 2,1=i                            (3.24) 

其中 1L 表示 1−jφ 的右边 而 2L 表示 jφ 的左边 见图 3.1 因此 在节点 1=ξ 时

11L 0=ξ 时 01L  

    hxj −=ξ                                                   (3.25) 
是无量纲的自然坐标 为了使上面的式子成立  
    1)1( 12111 =+= ccL     0)0( 111 == cL  

    1)0( 212 == cL         0)1( 22212 =+= ccL                        (3.26) 
可得 
    ξ=1L ξ−= 12L                                              (3.27) 

结果与 3.2节相同  
二次单元的插值函数能从下面的表达式产生  
    2

321 ξξ iiii cccL ++=                 3,2,1=i                     (3.28) 

单元只有两个节点 而式(3.28)有三个未知数 因此必须引入一个内部节点 这
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时 称原来的节点为外部节点 为了简单 取内部节点为 2
1=ξ 每一个二次单

元的插值函数在一个节点为 1 而其它每个节点为零 因此有  

  1)1( 1312111 =++= cccL 0
4

1

2

1
)2

1( 1312111 =++= cccL 0)0( 111 == cL  

  0)1( 2322212 =++= cccL 1
4

1

2

1
)2

1( 2322212 =++= cccL 0)0( 212 == cL  (3.29) 

  0)1( 3332313 =++= cccL 0
4

1

2

1
)2

1( 3332313 =++= cccL 1)0( 313 == cL    

解出 )3,2,1,( =kic ik 并把这些系数代入式(3.28)得  

)12(1 −= ξξL  

)1(42 ξξ −=L                            (3.30) 
2

3 231 ξξ +−=L   

插值函数 1L 2L 3L 如图 3.4  

    下面计算二次单元的刚度矩阵和质量矩阵 二次单
元的位移函数可表示为  
    jjjj aLaLaLw aLT

321211 =++ −−                                (3.31) 

其中L 和 ja 为三维向量  

    T
321 ][ LLL ,,L =                                              (3.32a) 

    T
211 ][ jjjj aaa ,,a −−=                                          (3.32b) 

由于 )3,2,1( =iLi 是ξ的函数 我们能写  

    jjj hhxx
w

aL'a
L

a
L T

TT 1

d

d1

d

d

d

d −=−==
ξ

                           (3.33) 

其中 ξd
d LL' = 把式(3.25) 式(3.31)和式(3.33)代入方程(3.12) 有  

    jjjj KN aa T=          nj ,,2,1 L=                            (3.34a) 

    jjjj MD aa T=          nj ,,2,1 L=                            (3.34b) 

其中 jK 和 jM 为单元刚度和质量矩阵 3 3  

    )0()0(d T1

0

TT

2
LL)LLL'L'( Kk

h
s

hK jnj δξ ++= ∫    nj ,,2,1 L=       (3.35a) 

    ∫=
1

0

T dξLLmhM j          nj ,,2,1 L=                         (3.35b) 

整体刚度矩阵和质量矩阵可按如下方式组装  

内部节点相对应的对角元素为非重叠元素 K 和 M带宽为 4 把 s k 和 m
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当作常数的情况 把式(3.30) 式(3.32)代入式(3.35)得到单元矩阵  

















+

















−

−

+

















−

−−

−

=

100

000

000

421

2162

124

30
781

8168

187

3
K

hk

h

s
K jnj δ     

                                      nj ,,2,1 L=            (3.37a) 

    

















−

−

=

421

2162

124

30

hm
M j        nj ,,2,1 L=                      (3.37b) 

组装时 划去 1K 1M 中的第一行第一列就得总体刚度矩阵  

用同样的方法可以得到三次单元 这时要取两个内部节点 每个单元有四个
节点 插值函数为 

3
4

2
321 ξξξ iiiii ccccL +++=           4,3,2,1=i                   (3.38) 

利用条件 1)1(1 =L      0)0()
3

1
()

3

2
( 111 === LLL  

          1)
3

2
(2 =L     0)0()

3

1
()1( 222 === LLL  

          1)
3

1
(3 =L     0)0()

3

2
()1( 333 === LLL  

          1)0(4 =L      0)
3

1
()

3

2
()1( 444 === LLL                     (3.39) 

可得到如下的插值函数(图 3.5)  

    )992(
2

1 2
1 ξξξ +−=L   )341(

2

9 2
2 ξξξ +−−=L  

)352(
2

9 2
3 ξξξ +−=L   )

2

9
9

2

11
1 32

4 ξξξ −+−=L  

                                     (3.40) 
位移 w可表示为  

jj
jj

j aLaLaLaLw aLT
4

3

13

3

2211 =+++=
−−

−  

                                     (3.41) 
    单元矩阵为 4 4 的方阵 一般来说单元的阶次越高 近似程度越好 当单
元内有点负荷或不连续分布载荷时 出现导数不连续的情况 即单元内部出现奇

异 为了使解能收敛 建议把奇异点取作外部节点  
 
例 3.2  用二次单元和三次单元解例 3.1的特征值问题  
从式(3.30)可得插值函数为  

    [ ]T2231)1(4)12( ξξξξξξ +−−−=L                              (a) 

把式(a)代入式(3.35) 并用例 3.1的参数得到单元刚度和质量矩阵 

    
















+−
−−

−
=

2781

8168

187

5

2

n
L

EAn
K

jn

j

δ
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















+−−+−+−
−+−+−−+−

+−−+−+−
−

222

222

222

3515340206553

40206808032406026

553406026355523

25
jjjjjj
jjjjjj

jjjjjj

Ln
EA

 

                                           nj ,,2,1 L=              (b) 

    

















−

−
=

421

2162

124

25n
mL

M j  

    
















+−+−−+−
+−+−+−

−+−+−+−
−

222

222

222

3

5614228414145

28422422464285624

14145285624569844

700
jjjjj

jjjjj
jjjjjj

n
mL

  

                                       nj ,,2,1 L=               (c)  

用式(3.36)的格式组装得  
 

                                                                  (d) 
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                                                                  (e) 
矩阵 K和 M具有 2n阶 解特征值问题 当 n=12时 与例(2.1)n=4精度接近  

    2
24
1 894544.1

mL
EA=ω   

2

24
2 883427.4

mL
EA=ω                         (f) 

用三阶单元 n=4时
2

12
1 894544.1

mL
EA=ω

2

12
2 883386.4

mL
EA=ω             (h) 

可见经典的 Rayleigh Ritz法优于三次单元 三次单元优于二次单元 二次单元
优于一次单元  
 
3.4 四阶问题 
 
    考虑旋转的直升机叶片的弯曲振动 忽略旋转惯性 方程为  

    mwwm
x

wEI
x

L

x
λξξΩ =′−′′ ∫ ])d[(

d

d
)(

d

d 2

2

2

       2ωλ =       Lx <<0  

边界条件 0)0()0( =′= ww  0=′′ =LxwEI   0)(
d

d =′′− =LxwEI
x

 

Rayleigh商为
),(

],[

wmwm

ww
R =                                      (3.6) 

    )
d

d
(

d

d
)

d

d
(

d

d
2

2

2

2

x
P

xx
EI

x
L −=  

   ∫∫ −=
LL

x
x
w

P
x

wxw
x

EI
x

www
00 2

2

2

2

)d
d

d
(

d

d
)d

d

d
(

d

d
][ ,  

  ∫∫ +−+−=
LL

x
x
w

P
L

x
w

wpxw
x

EI
L

w
x

EI
x
wL

w
x

EI
x

w
0

2

0 2

2

2

2

2

2

d)
d

d
(

0d

d
)d

d

d
(

0d

d

d

d
0

)
d

d
(

d

d
 

   ∫ +=
L

x
x
w

Pw
x

EI
0

22

2

2

]d)
d

d
()

d

d
([  

 ∫ ′+′′=∴
L

xwPwEIww
0

22 ]d)()([][ ,                                   (3.42) 

其中 EI是弯曲刚度 P为轴向力  

    ∫=
L

xmwwmwm
0

2d)( ,                  (3.8)  

因此 w必须是来自 K 2
G的允许函数 二阶可微 对于

弯曲振动 在单元外节点处必须使位移 w 和它的一阶

导数 θ=
x
w

d

d
连续(图 3.6) 因此插值函数至少有四个未
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知常数 即三次函数 
    jjjj hLwLhLwLw θθ 431211 +++= −−      jhxhj ≤≤− )1(            (3.43) 

引入无量纲的自然坐标
h

x
j −=ξ 用ξ的三次多项式作为插值函数  

    3

4

2

321 ξξξ iiiii ccccL +++=             4,3,2,1=i                 (3.44) 

其中 ikc )4,3,2,1,( =ki 由 w和 'w 在 hjx )1( −= 或 1=ξ 及 jhx = 或 0=ξ
时分别取 1−jw 1−jθ 和 jw jθ 来确定 即  

    1)1(1 =L      0)0()0()1( 111 =′==′ LLL  

    1)1(2 −=′L    0)0()0()1( 222 =′== LLL  

    1)0(3 =L      0)0()1()1( 333 =′=′= LLL  

1)0(4 −=′L    0)0()1()1( 444 ==′= LLL       (3.45) 
所以插值函数(图 3.7)为  

32
1 23 ξξ −=L      32

2 ξξ −=L   
32

3 231 ξξ +−=L    32
4 2 ξξξ −+−=L      (3.46) 

称为 Hermite三次多项式  
把 w写成下面的形式  

    jw aLT=            jhxhj ≤≤− )1(                            (3.47) 

    T
4321 ][ LLLL ,,,L =                                           (3.48a) 

    [ ] T

11 jjjjj hwhw θθ ,,,a −−=                                 (3.48b) 

沿用上一节的过程  

    jhx
w

aL T1

d

d ′−=   jhx
w

aL T

22

2 1

d

d ′′−=     jhxhj ≤≤− )1(            (3.49) 

因此 Rayleigh商的分子可写成下式  

    ∫ +=
L

x
x
w

P
x
w

EIww
0

22

2

2

]d)
d

d
()

d

d
([][ ,  

          ∑∫
=

−
+=

n

j

jh

hj
x

x
w

P
x
w

EI
1

)1(

22

2

2

d)
d

d
()

d

d
(   

          ∑
=

=
n

j
jjj K

1

T aa                                          (3.50a) 

    ∫=
L

xmwwmwm
0

2d][ , ∑∫
=

−
=

n

j

jh

hj
xmw

1
)1(

2d ∑
=

=
n

j
jjj M

1

T aa           (3.50b) 

其中 ∫ ′′+′′′′=
1

0

T

2

T

4
)d( ξLLLL

h

P

h

EI
hK jj

j       nj ,,2,1 L=             (3.51a) 

      ∫=
1

0

T dξLLjj mhM           nj ,,2,1 L=                     (3.51b) 

其中 L ′是L 对ξ的一阶导数  

作为例子 考虑 const=EI const=m 这时轴向力为  

    )1(
2

1
d)(

2

2
222

L
x

LmmxP
L

x
−== ∫ ΩζζΩ                           (3.52) 

或  10])()(1[
2

1
)( 2222 ≤≤−−= ξξΩξ j

L
h

LmPj               (3.53) 
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把式(3.46)和式(3.53)代入式(3.51) 得到单元刚度矩阵为  

    



















−+



















=

43-13

3-363-36-

13-43-

336-3-36

])(1[
30

1
{

2

1

46-26

6-126-12-

26-46

612-612

22

3 n
j

Lnm
h
EI

K j Ω  

}

4153-15-

1572672-

3-6186-

15-72-6-72

210

1

26-1-6

6-36036-

1-060

636-036

30 22



















−



















+
nn

j
nj ,,2,1 L=   (3.54a) 

质量矩阵为  

    



















=

422-3-13-

22-1561354

3-13422

31-5422156

420n
mL

M j  5  nj ,,2,1 L=                  

(3.54b) 
由于 0)0()0( =′= ww 必须从矩阵 1K 和 1M 中划去前两列 两行 因此带宽为 6

的总刚度矩阵和总质量矩阵如式(3.55)所示  
 

 
3.5 二维域 
 
    二维域比一维域更复杂 往往由于复杂的边
界形状 使封闭解不能找到 因此必须通过有限

元法寻找其近似解 可是 对一个光滑边界 很

难找到一种单元 使它在边界处到处都能与边界
吻合(图 3.8)  
二维域带来的问题还有节点的选择与编号次序 它决定了刚度矩阵和质量矩

阵的带宽 及单元的选择 三角形单元和四边形单元是二维域中常用的单元 各

有利弊  
 

3.5.1 三角形单元 
二维域问题的处理与一维域有着同样的模式 尽管有些细节不同 对二阶问

题 如膜振动 采用三角形单元  
设解可以写成下面的一般形式  
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    ∑
=

=
n

j
jj

n yxayxw
1

),(),( φ                          (3.56a) 

    对线性单元 ),( yxjφ 有棱锥函数的形式(图 3.9) 是屋顶函

数二维的对应物 取棱锥的高为 1 那么系数 ja 可定义为节点的

位移  
    同样地 可以先计算单元的质量矩阵和刚度矩阵 然后通过组装形成总体刚
度矩阵  
    二维问题公式推导过程中 先采用
笛卡尔坐标 然后再引入自然坐标  
在直角坐标系 oxy中 有一个三角形单
元(图 3.10) 三个顶点为 1 2和 3 定
义原点 o到三个顶点的向量分别为 1r

v

2rv 和 3r
v

),( yxP 是三角形内任意一点

用 rv表示原点到 P点的向量 由于这些
向量在同一个平面中 因此有  
    

0)()()( 332211

vvvvvvv =−+−+− rrcrrcrrc                              (3.56b) 

可以从式(3.56b)解出 rv  

    
321

332211

ccc
rcrcrc

r
++
++

=
vvv

v ∑
=

=
3

1i
ii r
vξ                                    (3.57) 

其中

∑
=

= 3

1j
j

i
i

c

c
ξ             3,2,1=i                                (3.58) 

由式(3.57)和式(3.58)可得  
    xxxx =++ 332211 ξξξ                                          (3.59a) 

    yyyy =++ 332211 ξξξ                                         (3.59b) 

    1321 =++ ξξξ                                               (3.59c) 

式(3.59)写成矩阵形式为  

    
















=

































y

x

yyy

xxx

1111

3

2

1

321

321

ξ
ξ
ξ

                                       (3.60) 

解式(3.60)得  

   
































=
















−

y

x

yyy

xxx

1111
1

321

321

3

2

1

ξ
ξ
ξ

                                       (3.61) 

或写成  

    ])()([
1

)( 233223321 yxxxyyyxyxyx −+−+−=
∆

ξ ,  

    ])()([
1

)( 311331132 yxxxyyyxyxyx −+−+−=
∆

ξ ,                    (3.62) 
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    ])()([
1

)( 122112213 yxxxyyyxyxyx −+−+−=
∆

ξ ,  

其中 
    )()()( 122131132332 yxyxyxyxyxyx −+−+−=∆                     (3.63) 

函数 1ξ 2ξ 3ξ 有很有趣的几何解释
当 1xx = 1yy = 时 11 =ξ

032 ==ξξ 类似地 当 2xx =

2yy = 时 12 =ξ 031 == ξξ

3xx = 3yy = 时 13 =ξ 021 == ξξ
所以 三角形三个顶点 1 2 3 可
用(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)表示 因此

iξ )3,2,1( =i 可用作坐标(图 3.11) 如

边 2 3 定义为 01 =ξ 在顶点 1

11 =ξ 与边 2 3平行的直线由 c=1ξ 描述 c正比于直线到边 2 3的距离 因

此 1ξ 2ξ 3ξ 定义为三角形的自然坐标 1ξ 2ξ 3ξ 也称为面积坐标 这是由
于 A2=∆ A 是三角形的面积 在式
(3.63)中 让 xx i = yyi = )3,2,1( =i

并与式(3.62)比较 可得结论  

    A
Ai

i =ξ    3,2,1=i       (3.64)  

其中 iA 是顶点 i 相对的边与 P 点组成

的三角形面积(图 3.12)  
自然坐标 1ξ 2ξ 3ξ 可用于描述
单元的允许函数 假定  

iiL ξ=     )3,2,1( =i       (3.65) 

是三角形单元的线性插值函数 (见图
3.13) 设 )3,2,1( =iwi 为节点位移 那么单

元 e中任一点的位移能写成  

    e
i

ii wLw WL),,( T
3

1
321 == ∑

=

ξξξ  

(3.66) 
对于膜振动 特征值问题为  

mw
y
w

T
yx

w
T

x
λ−=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

)()(   

                       在 D域内 

    0=
∂
∂

x
w

T  0=
∂
∂

y
w

T     在域的边界 自由边界条件  

能量内积为  

    ∑
=

=
n

e
ewwww

1

],[],[                                              (3.67) 

当张力 T为常数时  
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    ∫ ∂
∂+

∂
∂=

eA ee A
y
w

x
w

Tww d])()[(][ 22,                                 (3.68) 

是单元 e对能量内积的贡献 其中 eA 是单元面积 加权内积为  

    ∑
=

=
n

e
ewmwmwmwm

1

),(),(                                  (3.69) 

当质量密度 m为常数时  

    ∫=
eA ee Awmwmwm d)( 2,                                      (3.70) 

为了计算式(3.68)和式(3.70) 用自然坐标来表示被积函数 用式(3.62) 式(3.65)
和式(3.66) 可写  

    
x

w
x

w
x

w
x
w

∂
∂

∂
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∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
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类似地
y

w
y

w
y

w
y
w

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ 3

3

2

2

1

1

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

 

            e
e

xxxxxx
A

W
LLL

)]()()([
2

1
12

3

T

31

2

T

23

1

T

−
∂
∂+−

∂
∂+−

∂
∂=

ξξξ
 

             [ ] e
e

xxxxxx
A

W1231232

1 −−−=                     (3.71b) 

把式(3.71)代入式(3.68)  
    eeee Kww WW, T][ =                                            (3.72) 

其中 eK 为单元刚度矩阵  

    ∫















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

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2           (3.73) 

在式(3.73)中的被积函数未包括自然坐标  
把式(3.66)代入式(3.70)得  

    eeee Mwmwm WW, T)( =                                      (3.74) 

其中 ∫































=

eA ee AmM d

T

3

2

1

3

2

1

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

                                       (3.75) 

式(3.73)和式(3.75)中的积分能用下面的公式计算  

    eA e
pnm A

pnm
pnm

A
e

2
)2(

d321
!

!!!

+++
=∫ ξξξ                              (3.76) 

 在式(3.73)的情况中 0=== pnm 因此有  
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利用式(3.76)和式(3.75)得  

    
















=

211

121

112

12
e

e

mA
M      (3.78)  

在作 K和 M的组装之前 必须确定膜
的形状和边界条件以及有限单元的划分

假定膜是长方形的 且各边都是自由的

三角形单元的划分见图 3.14 为了方便
把各节点参数和单元参数列于表 3 1 和
表 3 2  

表 3 1. 节点坐标 

节

点 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

x 0 0 0 H h h 2h 2h 2h 3h 3h 3h 
y 0 h 2h 0 h 2h 0 h 2h 0 h 2h 

表 3 2. 单元数据 

单元号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 1 2 3 4 4 5 6 7 7 8 9 
4 5 5 5 7 8 8 8 10 11 11 11 

节 
点 
号 5 2 3 6 8 5 6 9 11 8 9 12 

  

















−
−−

−
=∴

110

121

011

2

T
K e       9,5,1=e                            (3.79a) 

    
















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−
−

=
211
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2

T
K e       12,10,8,6,4,2=e                      (3.79b) 

    

















−
−

−−
=

101

011

112

2

T
K e        11,7,3=e                          (3.79c) 

质量矩阵
















=

211

121

112

24

2mh
M e     12,,2,1 L=e                        (3.80) 

由于节点向量没有相同的次序结构 二维域的组装比一维域更复杂 整体 
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刚度矩阵为  
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
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−−−

−−
−−−

−−−−
−−−

−−−
−−−−

−−−
−−

−−−
−−

=

2101

14102

012001

1004201

2028202

1024001

1004201

2028202

1024001

100210

20141

1012

2

T
K    (3.81) 

    













































=

21010

181222

0120010

12062010

0202122222

210260010

012062010

0202122222

21026001

0120410

020141

21014

24

2mh
M                (3.82) 

    半带宽 h 为可以这样计算 如果矩阵的元素 i j 为零 对所有的 i 和 j
满足 hij +> h 就是半带宽 所以刚
度矩阵 K 的半带宽为 3 质量矩阵 M
的半带宽为 4  
    把刚度矩阵的列相加 得到零列
阵 这表明矩阵 K 是奇异的 行列式
值为零 原因是膜的边界值是自由的
因此有整体的刚体位移  
    下面讨论三角形单元的二次插值
函数 由于自然坐标 321 ,, ξξξ 必须满足

(3.59c) 因此只有两个独立坐标 用下
面的形式表达插值函数  
    216

2
25

2
1423121321 ),,( ξξξξξξξξξ iiiiiii ccccccL +++++=   6,,2,1 L=i   (3.83) 

其中 iL 是 3ξ 的隐函数  

    式(3.83)表明必须有 6个节点 节点如图 3.15 插值函数必须满足  
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1)0,0,1(1 =L   0)
2

1
,0,

2

1
()1,0,0()

2

1
,

2

1
,0()0,1,0()0,

2

1
,

2

1
( 11111 ===== LLLLL  

1)0,1,0(2 =L 1)100(3 =,,L 1)0,
2

1
,

2

1
(4 =L 1)

2

1
,

2

1
,0(5 =L 1)

2

1
,0,

2

1
(6 =L    (3.84) 

其余为零 把式(3.84)代入式
(3.83)得到  

2
111 2ξξ +−=L  

2
222 2ξξ +−=L  
2
333 2ξξ +−=L  

    214 4 ξξ=L 325 4 ξξ=L 316 4 ξξ=L                                (3.85) 

函数 1L 和 4L 表示在图 3.16(a)和(b)中 更高次的三角形单元将不作讨论  
 

3.5.2  四边形单元 矩形单元  
    自然坐标为 1ξ 2ξ (图 3.17) 由于有四个

节点 最低阶的多项式为双线性多项式 即  

2142312121 )( ξξξξξξ iiiii ccccL +++=,   
               4,,1L=i         (3.86) 

其中系数 )4321( ,,,=jc ji 由下列条件获得  

    1)1,1(1 =−−L 0)1,1()1,1()1,1( 111 =−==− LLL  

    1)1,1(2 =−L 0)1,1()1,1()1,1( 222 =−==−− LLL  

    1)1,1(3 =L 0)1,1()1,1()1,1( 333 =−=−=−− LLL  

    1)1,1(4 =−L  0)1,1()1,1()1,1( 444 ==−=−− LLL                      (3.87) 

把式(3.87)代入式(3.86) 可得到双线性插值函数的表达式为  

    )1)(1(
4

1
211 ξξ −−=L )1)(1(

4

1
212 ξξ −+=L  

)1)(1(
4

1
213 ξξ ++=L )1)(1(

4

1
214 ξξ +−=L  

                                    (3.88) 
    插值函数 1L 如图 3.18  

    作为例子 用双线性矩形单元导出
膜振动问题的单元刚度矩阵和质量矩

阵 设位移 
    ew WL, T

21 )( =ξξ            (3.89) 

其中 [ ] T

4321 LLLL=L 是插值函数

向量 各分量见式(3.88) eW 为节点位

移向量 [ ] T

4321 wwwwe =W  

    考虑图 3.19的矩形单元 直角坐标
与局部自然坐标 1ξ 和 2ξ 之间的关系为  

  h
xj 2211 +−=ξ   jhxhj ≤≤− )1(       )3,2,1( =j                 (3.90a) 

  h
yj 2212 +−=ξ   jhyhj ≤≤− )1(      )3,2,1( =j                 (3.90b) 
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从式(3.88) 式(3.90)得  

[ ] ee hh
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2
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2222

1

T

1

ξξξξ
ξξ

+−+−−−=
∂
∂=

∂
∂=

∂
∂

 (3.91a) 

    [ ] ee hh
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把式(3.91)代入式(3.68) 可得到式(3.72) 其中  

    ∫ ∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

eA ee A
h
T

K )d(
4

2

T

21

T

1
2 ξξξξ

LLLL
 

    ∫ ∫− −











































−
+
+−
−−



















−
+
+−
−−

+



















+−
+
−
−−



















+−
+
−
−−

=
1

1 2

1

1 1

T

1

1

1

1

1

1

1

1

T

2

2

2

2

2

2

2

2

dd

1

1

)1(

)1(

1

1

)1(

)1(

)1(

1

1

)1(

)1(

1

1

)1(

16
ξξ

ξ
ξ
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ
ξ

T
 

    



















−−−
−−−
−−−
−−−

=

4121

1412

2141

1214

6

T
                                   (3.92) 

式(3.88) 式(3.89)代入式(3.70) 得到式(3.74) 其中  
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














=

4212

2421

1242
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36

2mh
                                       (3.93) 

 
表 3 3  单元信息 

单元 1 2 3 4 5 6 
1 2 4 5 7 8 
4 5 7 8 10 11 
5 6 8 9 11 12 节点 

2 3 5 6 8 9 
   
单元信息如表 3 3  
    通过组装可以得到整体刚度矩阵和质量矩阵 各元素可通过下面的方法得
到 如  
    55K 找到与节点 5有关的单元 并将单元刚度矩阵中与节点 5相对应的对

角元素相加      16114443222331 =+++ KKKK  
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    59K 找到兼有节点 5和 9的单元 并将单元矩阵中与节点 5与 9相对应的

非对角元素相加  2124343 −=+ KK  

    34K 找兼有节点 3和 4的单元 从图 3.19可以看出没有一个单元中兼有节

点 3和 4 因此为零  
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
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T
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各列相加为零 可见它奇异  
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12024

36

2mh
M  

    比较三角形单元和四边形单元生成的刚度矩阵 半带宽分别为 3和 4 推导
计算工作几乎相同  
    矩形高次单元可参考 Huebner 的书 有关曲边单元 可通过参数变换

),( 21 ξξxx = ),( 21 ξξyy = 把曲边映射成直线 其中 1ξ 和 2ξ 代表曲线坐标 由
于可用与插值函数相同的形式描述坐标变换 因此 这种单元称为等参元 等参

元的讨论在几乎所有的有限元法著作中都涉及  
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第 4章  大自由度系统 
 

4.1 引言 
 
    有限元法的发展使复杂结构的动力分析能用规范化的格式形成标准形式 但
同时也产生了大自由度的问题 与单元划分和节点数的多少有关 矩阵的阶次

有时会达到 1万阶之高 由于计算机运算过程中的截断误差等等 使计算精度大
大下降  
    这一章的目的是恰当地缩减系统自由度的阶数 或只求有限个前 n阶的特征
值和特征向量 以减小计算工作量 提高计算精度  
 
4.2 静态缩聚 
 
    考虑特征值问题  
    uu MK λ=                                                    (4.1) 
其中刚度矩阵 K为对称矩阵 质量矩阵 M为对角矩阵 集中质量矩阵 其中有
些零对角元素 u 为节点位移列阵 整理这些矩阵 把质量矩阵 M 中的零对角
元集中到最后的 n个行和列中 特征值问题可写成分块矩阵的形式  

    















=

















2

111

2

1

2221

1211

00

0

u

u

u

u M

KK

KK
λ                                 (4.2) 

写成两个方程  
    111212111 uuu MKK λ=+                                        (4.3a) 
    0222121 =+ uu KK                                             (4.3b) 

从式(4.3b)中解出 2u  

    121
1

222 uu KK −−=                                                (4.4) 

把式(4.4)代入式(4.3a)中得  
    111121

1
2212111 uuu MKKKK λ=− −  

写成如下形式  
    1111 uu MK λ=                                                 (4.5) 

其中  
    21

1
2212111 KKKKK −−= 111 MM =                                  (4.6) 

解特征值问题(4.5) 得到 iλ和 i1u u中的其他分量可从式(4.4)得到  
 
4.3 质量缩聚 
 
    结构上与某些节点位移有关的惯性力较小 它们在整个解中的重要性相对小
些 因此在特征值问题中忽略这些自由度 以牺牲计算的精度来换取计算工作量

的减小  
    把那些重要的位移称为主位移Master 而不重要的位移称为次位移 Slave  
设系统的势能和动能分别为  

    qq KV T

2

1=                                                 (4.7a) 
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    qq && MT T

2

1=                                                 (4.7b) 

    把位移向量 q分成主位移 1q 和次位移 2q 两部分  

    [ ] TT
2

T
1 qqq =                                                 (4.8) 

把质量矩阵和刚度矩阵写成分块的形式 则势能和动能分别为  

    

















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
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T
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T
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q
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V                                    (4.9a) 

    























=

2

1
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1211

T
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2

T
1

2

1

q

q

q

q
&

&

&

&

MM

MM
T                                   (4.9b) 

其中 TKK 1221 = TMM 1221 = 设次位移方向没有力或对次位移势能有最小值  

    0222121

2

=+=
∂
∂

qq
q

KK
V

                                      (4.10) 

上式相当于系统在次位移方向静平衡 从式(4.10)中解出 2q  

    121
1

222 qq KK −−=                                               (4.11) 

这可用来消去特征值问题中的次位移 2q  

式(4.11)可当作一个约束方程 因此位移向量 q能用主位移向量 1q 表示  
    1qq C=                                                      (4.12) 

其中 C是矩形约束矩阵  

    







−

= −
21

1
22 KK

I
C                                                (4.13) 

其中 I是与主位移 1q 维数相同的单位矩阵 把式(4.12)代入式(4.7)  

    1112

1
qq KV T=                                               (4.14a) 

    1112

1
qq && MT T=                                               (4.14b) 

其中  
    21

1
221211

T
1 KKKKKCCK −−==                                  (4.15a) 

    22
1

2222
1

22
T
2121

1
221221

1
22

T
2111

T
1 KKMKKKKMMKKMMCCM −−−− +−−==    (4.15b) 

1M 称为缩聚的质量矩阵  

    比较式(4.11)和式(4.4) 可以认为质量缩聚技术等价于静态缩聚技术 区别
是静态缩聚中没有作任何近似的处理 而质量缩聚中有近似 那么质量缩聚过程

中忽略了什么项 讨论缩聚前的特征值问题 并写成分块形式  
    )( 212111212111 qqqq MMKK +=+ λ                              (4.16a) 

    )( 222121222121 qqqq MMKK +=+ λ                             (4.16b) 
从式(4.16b)中解出 2q 得  

    12121
1

22222 )()( qq KMMK −−= − λλ                               (4.17) 

把式(4.17)代入式(4.16a)得  
  121

1
2222

1
221221

1
221221

1
221211121

1
221211 )()( qq KKMKKKKMMKKMKKKK −−−−− +−−=− λ  

                   21
1

2222
1

221221
1

2222
1

221221
1

2212
2( MKMKKKKMKMMKM −−−−− −−+ λ   

                   )() 3
121

1
2222

1
2222

1
2212 λoKKMKMKK ++ −−− q             (4.18) 
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把式(4.18)与式(4.15)相比较 可以知道相当于把式(4.18)中λ的二次项及高于二
次的项都忽略了 如果 2λ 3λ 项的系数比λ的系数小得多 那么这种方法是可
行的 即要使 12M 和 22M 中的元素比 12K 和 22K 中的元素小 从物理概念上讲就

是要选高刚度 低质量区域的位移作为次位移 值得一提的是 保留 2λ 项的做
法并不可取 因为它仍然是对原特征值问题的近似 而且计算工作量并不减少很
多  
 
4.4 同步迭代 
 
    同步地进行给定数量特征值和特征向量的迭代 从最低阶开始 逐渐增加到
较高阶次  
考虑特征值问题 
    iii XAX λ=               ni ,,1L=                             (4.19) 

其中 A是 n n的实对称矩阵 iX ),,1( ni L= 是一个 n维的实向量 假定 X是正

则化的振型矩阵 满足 

    jiij XX δ=T            ),,1,( nji L=                            (4.20) 

设 m个 n维试探向量 mu,,u,u L21 nm < 并排成 n m矩阵  

    ][ 21 mU u,,u,u L=                                             (4.21) 

用 A左乘 U矩阵得 V矩阵  
    AUV =                                                      (4.22) 
其中 ][ 21 mV v,,v,v L=                                            (4.23) 

mv,,v,v L21 也是 m个 n维向量  

讨论 m m矩阵 B来研究 mu,,u,u L21 和 mv,,v,v L21 的关系  

    AUUVUB TT ==                                             (4.24) 
    B 是实对称矩阵 一般不是对角矩阵 如果 iu 是矩阵 A 的特征向量 而且

是正则化的特征向量 那么矩阵 B 就是非零对角元等于特征值的对角矩阵 当
然 如果 iU 是特征向量的线性组合 B也是对角矩阵 因此 B是对角矩阵只是 iu

是特征向量的必要条件 而不是充分条件  
    对于任意的 iu ),,1( ni L= B矩阵的对角元素提供了 iu 与正交向量的距离  

    同步迭代的步骤  
    kk AUU =+1           L,2,1=i                                 (4.25) 

它能使 1+kU 的列接近于第一阶特征向量 而不可能收敛于高阶特征 因此要在迭

代过程采用 Gram Schmidt正交过程 即  

    T
kkk LUU =

ˆ
                                                   (4.26) 

kU
ˆ
是正交化的试探向量矩阵 kL 是下三角矩阵 因此实际的迭代过程表达式为  

    kk UAU
ˆ

=+1            L,2,1=k                                (4.27) 

正交化过程  
若有向量 mXXX ,,, 21 L 它们是线性独立的或几何相关的 正交化过程为    
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1

1
11 X

XXY
ˆˆ

=  

    其中 1X 为数积的模 1Y
ˆ
为正则化的向量 接着对所有向量 ),2( L=jX j 进

行修正  

    11
1 )( YXYXX iii

ˆ
,

ˆ
)( −=            mi ,,3,2 L=  

即 使所有的 )1(
iX 与 1Y

ˆ
正交  

    )1(
2

)1(
2

2 X
XY =

ˆ
     2

)1(
2

)1()2( )( YXYXX iii

ˆ
,

ˆ
−=       mi ,,4,3 L=  

    )1(

)1(

−

−

= j
j

j
j

j X
X

Y
ˆ

  j
j

ij
j

i
j

i YXYXX
ˆ

,
ˆ

)( )1()1()( −− −=     mji ,,1L+=  

直至 )1(

)1(

−

−

= m
m

m
m

m X
XY

ˆ
 

迭代过程收敛于  

    mkk
XU
ˆˆ

lim 1 =+∞→
        m

kk
L Λ=

∞→

Tlim                               (4.28) 

其中 mX
ˆ
是 n m 矩阵 它是由前 m 个特征向量 iX 组成的 而 mΛ 是一个由前 m

个特征值组成的对角矩阵 收敛特性类似于 Power法  
当特征值问题形式为 
    iii MXKX λ=          ni ,,1L=                                (4.29) 

迭代过程的形式为  

    kk UMKU
ˆ

1 =+          L,2,1=k                                (4.30) 

式(4.30)表示了 m个联列的代数方程 可用高斯消去法求解 而 1

ˆ
+kU 通过 1+kU 对

M的正交化获得 或 
    kk MWKW 1

1
−

+ = λ        L,2,1=k                               (4.31) 
 
例 4.1 求下列特征值问题的最低两个特征值和特征向量  
    ΛMXKX =                                                     (a) 

    

















−
−−

−
=

220

231

012

K   
















=

200

010

001

M                               (b) 

初始试探矩阵为  

    
















−

=

71233

72232

71231

1U                                            (c) 

把式(c)代入式(4.30)得 2U  
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














=

0170280.4

377965.0544738.3

377965.0876626.1

2U                                        (d) 

















−
=

372677.0584705.0

521749.049700.0

670821.0263117.0
ˆ

2U  

    33
2

22
2

11
2

1 170280.4544738.3876626.1

170280.4

544738.3

876626.1
ˆ

mmmY ++















=  

    )4970000377965026311703779650(

5847050

4970000

2631170

0

3779650

3779650
1

2 ....

.

.

.

.

.
)( ×+×

















−

















=X  

        

















−

=

1679843.0

235178.0

3023721.0

 

    21852732][ )1(

2

)1(

2

)T1(

2

)1(

22 .
ˆ

×== XXMXXY  

    























−
=

)1(

2

T)1(

2

)1(

1

T)1(

1

)1(

2

T)1(

1

)1(

1

T)1(

1

2 1

0
1

MXXMXX

MXX

MXX
L  

继续进行可得 3

ˆ
U 3L 和 4

ˆ
U 4L 直至 9

ˆ
U 9L  
















=

299433.0581731.0

223975.0500758.0

877790.0269108.0
ˆ

9U    









=

1745900.00

0139194.0
9L  

 
4.5 子空间迭代 
 
讨论下式描述的同步迭代过程  

    kk UMKU
ˆ

1 =+            L,2,1=k                              (4.32) 

1+kU 的正交化过程可这样进行 先求解缩减的特征值问题 

    m
kkkkk PMPK 11111 +++++ = Λ                                         (4.33) 

其中 1+kK 和 1+kM 为 m m实对称矩阵  

    1
T

11 +++ = kkk KUUK                                             (4.34a) 

    1
T

11 +++ = kkk MUUM                                             (4.34b) 
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1+kP 是特征向量矩阵 而 m
k 1+Λ 是缩减的特征值矩阵 若 1+kP 对 1+kM 是正则正交化

的 则有  

    1
T

111
T

1
T

1 ++++++ == kkkkkk UMUIPUUP
ˆˆ

                                 (4.35) 

因此可用式(4.36)正交化  

    111

ˆ
+++ = kkk PUU                                                (4.36) 

迭代过程收敛于  

    m
kk

XU
ˆˆ

lim 1 =+∞→
    mm

kk
ΛΛ =+∞→ 1lim                                 (4.37) 

特点是缩减了特征值问题的阶次 但增加了求解的次数 随着 k 的增加 M
K趋向于对角化 求解较容易  

 
例 4.2 用子空间迭代法求解例 4.1的特征值问题 
第一步用例 4.1的结果  

    

















=

0170280.4

377965.0544738.3

377965.0876626.1

2U                                        (a) 

正交化过程 形成 2K 和 2M  

    







==

42857302364330

23643300869297
2

T
22 ..

..
KUUK  

    







==

28571500490862

049086286936450
2

T
22 ..

..
MUUM                             (b) 

解特征值问题  
    2

22222 ΛPMPK =                                                  (c) 

得  








 −
=

218458.2017506.0

090469.0139498.0
2P   









=

07234520

013919602
2 .

.
Λ                                        (d) 

    

















−

==

377280.0581746.0

517813.0591101.0

668723.0268402.0
ˆ

222 PUU                                (e) 

从  2
1

323 UMKUUMKU
ˆˆ

−=⇒=                                      (f) 

                     

















−
=

18205101793374

19522905975903

43197609329961

..

..

..

 

进而可得  

    3
T
33 KUUK = 








=

525907.00000196

000196.0184208.7
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    3
T
33 MUUM = 








=

290216.0015656.0

015656.0612844.51
                             (g) 

解特征值问题 
    2

33333 ΛPMPK =                                                  (h) 

得  

    






 −
=

85626510009890

00003501391940
3 ..

..
P    

    







=

81215510

01391940
2

3 .

.
Λ                                         (i) 

    

















−

==

337935.0581737.0

362397.0500762.0

801862.0269061.0
ˆ

333 PUU                                 (j) 

比较例 4.1的过程 可见子空间迭代过程的收敛较快 缺点是对初值较敏感  
 
4.6 截断法(分段法) 
 
    这种方法用于搜索给定区间的特征值 它综合了带移频的迭代 在小区间内
的搜索和缩减的特征值问题的求解 它特别适合于特征值密集的情况  
讨论特征值问题 
    iii MXKX λ=       ni ,,2,1 L=                                  (4.38) 

    其中 M 是正定的 目的是计算在区间 ),( βα 中所有的特征值 kλ 并且有

mλλλ ≤≤≤ L21 寻找 m 个特征组成的向量集 mYYY ,,, L21 它属于由

mXXX ,,, 21 L 定义的子空间 m
nE 设 ][ 21 mYYYY ,,, L= ][ 21 mXXXX ,,, L= 为 n

m矩阵  
    ][ 21 mYYYY ,,, L=    ][ 21 mXXXX ,,, L=                         (4.39) 

那么必定存在某个系数矩阵 Z 使 
    XZY =                                                      (4.40) 
假定 Y已经找到 且矩阵 Y和 X是正则正交的 即它们满足 
    IMXXMYY == TT                                            (4.41) 
那么 要求的特征值 kλ 和 Z矩阵的列 kZ 必定满足缩减的特征值问题 

    kkk ZZK λ=          mk ,,2,1 L=                               (4.42) 

其中  
    KYYK T=                                                   (4.43) 
下面求 Y  
考虑矩阵 
    MKH µ−=           βµα <<                               (4.44) 

µ的选择使 H为非奇异 然后从某初始向量开始  

    ∑
=

=
n

i

ii XaY
1

)1(                                                 (4.45) 

迭代过程有如下形式  
    )()1( jj WHY =+           2,1=j                                 (4.46) 
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其中 

    )()()( jjj YYMW =      L,3,2=j                              (4.47) 

其中 )( jY 是 )( jY 的欧拉模 注意 方程(4.46)可用高斯消去法求解  

下面引入记号  

    )1()2()1()( YYYY jj
j ⋅⋅= − Lπ                                  (4.48) 

和  µλ −= kh                                                    (4.49) 

其中  

    0min ≠−=− µλµλ ik      ni ,,2,1 L=                          (4.50) 

    注意 h取绝对值 因为 h可以是负的  
可以证明 

    ∑
=

−
−

=
n

i
i

j
iij

j
j MXa

h
W

1

1

1

)( 1 ρπ       3,2=j                         (4.51) 

和  ∑
=

+ =
n

i
i

j
iij

j
j Xa

h
Y

1

1 1 ρπ )(           L,2,1=j                      (4.52) 

其中
µλ

ρ
−

=
i

i

h
                   ni ,,2,1 L=                     (4.53) 

观察  对 ),min( αµµβσ −−=                                      (4.54) 

    有  




<
≤

1

1

σ
ρ

hi         
nim

mi

≤≤
≤≤1

                           (4.55) 

加上 h 的估计 可找到一组在子空间 m
nE 中的向量 选µ在区间 ),( βα 的中心或

2
)( βαµ += 则对一个预选的数γ 10 << γ 有三种可能性  

1) h的估计收敛于比σ大的值 那时 0=m 因此在区间 βµα ≤≤ 中无特征值  

2) h的估计收敛于α α小于γσ 在这种情况下 迭代过程到 )( jY 进入 m
nE 空间

才结束 注意迭代以 pp
h γσ < 的速率收敛  

3) h的估计收敛于 σγσ << h 在这种情况下 在范围 γσµλγσµ +<<− 中无

特征值 在这种情况下 我们分别研究两个区间 ),( γσµα − 和 ),( βγσµ + 所

以我们用同样的过程而不用不同的移位µ  

  Jensen证明了序列
1−)( jY 收敛于 h  

    对于给定的µ 参数γ控制了算法的有效性 但收敛并不依赖于γ γ的值
几乎不控制迭代循环的长度 事实上 如果γ选得很小 在µ的附近无特征值
那么需要换一个µ 如果γ是一个大数 移位最小 但收敛较慢 因为在这种情
况 µ不必如此靠近一个特征值 数值例子可参考文献 J2  
Jensen P. S. “The Solution of Large Symmetric Eigenproblems by Sectioning”, SIAM  
J. of Numerical Analysis , Vol. 9, No. 4, 1972, pp. 534-545  
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第 5章  子结构综合 
 

5.1 引言 
 
在寻找分析复杂结构新方法的过程中 产生了有限元法 同时 也出现一些
其它的方法 如 Hurty提出的分量模态综合 Gladwell提出的分支模态综合 及
其扩展的形式 分量模态置换法 在这些方法中 结构被当作子结构的集(群)
按照 Rayleigh-Ritz 原理 每一个子结构的运动能用分量模态的线性组合表示
并假定分量模态是从解子结构特征值问题产生的  
所谓子结构综合法就是把整个结构当作是用恰当的允许函数有限子集表示
的子结构组装而成的结构  
 
5.2 分量模态综合 
 
一个结构如果能当作一些子结构组成的群 那么首先对每一个子结构推导其

运动方程 然后通过那些反映不同子结构之间相互作用力的约束来连接这些方
程  
所谓分量是指给定子结构 每一个子结构的运动用分量模态来描述 分量模

态包括三部分 即刚体模态 约束模态和正则模态 子结构的运动由乘上时变广

义坐标的分量模态的线性组合表示 沿每一个子结构的积分 可导出子结构的

Lagrange方程 然后整个结构的运动方程可用系统的广义坐标通过组装得到 这
种方法基本上是 Rayleigh Ritz型离散过程 同时与子结构中的截断相结合 它
用有限自由度来描述一个复杂结构  
    设子结构为 S S上任一点 ),,( zyxP 的总位移向量 )( tzyxs ,,,u 有如下形式  

    )()()()( tzyxtzyxtzyxtzyx N
s

C
s

R
ss ,,,u,,,u,,,u,,, ++=u               (5.1) 

其中 等式右边三项分别为刚体位移 约束位移和正则位移 正则位移是指

相对于固定约束的位移 这几种位移可用图形表示 其中图 5.1a 为无位移 无
变形的子结构 它们有一组约束 由箭头表示 六个用数字 1-6 编号的约束是
一组静定约束 其余用 kji ,, 表示的约束

为超静定约束 所有的约束是可运动的
由于它们是通过约束连接到本身在运动

的相邻子结构上的 图 5.1b中实线是子
结构作为一个刚体位移的结果 它的位

置由六个静定约束的任意位移唯一确

定 在这个过程中 子结构中的 P 点有
了刚体位移 R

su 约束位移 C
su 代表来自

超静定约束相对于刚体运动的位移 即

每一个超静定约束的任意位移使 P 点产
生位移的线性组合 静定和超静定的运

动为所有可运动约束的任意位移提供了

条件 除了这些位移外 还必须为子结

构上任一点相对于约束的位移提供条

件 这个运动用 N
su 表示  
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这些位移可以写成只依赖于位置的函数与只依赖于时间的函数之积  
    )()( tzyx R

s
R
s

R
s ζ,,u Φ=                                          (5.2a) 

    )()( tzyx C
s

C
s

C
s ζ,,u Φ=                                          (5.2b) 

    )()( tzyx N
s

N
s

N
s ζ,,u Φ=                                          (5.2c) 

    其中 R
sΦ C

sΦ 和 N
sΦ 一般是矩形矩阵 R

sζ C
sζ 和 N

sζ 是向量 通常 R
sΦ 是 3

6 刚体模态矩阵 R
sζ 是与刚体模态对应的 6 维广义坐标向量 在子结构受外

部约束的情况 它有少于六个刚体模态  
    当子结构没有外部约束时 能很方便地取三个移动和三个旋转模态为刚体模
态 它在运动学上相当于图 5.1 用数字 1-6 编号的六个位移 矩阵 C

sΦ 称为约束
模态 它有三行 并有与超静定约束数相同的列 很清楚 广义超静定约束向量

C
sζ 的维数必定与 C

sΦ 的列数相同  

    最后 N
sΦ 是振动固有模态 它有三行 理论上 分布参数子结构有无穷多

个固有模态 因此有无穷多列 固有模态向量 N
sζ 也必须有无穷多个自由度 实

际上 只考虑有限多个固有模态 因此 N
sζ 是有限维的 由于位移 N

su 是相对于约

束度量的 因此固有模态必须作为固定约束模态 R
sζ 和 C

sζ 维数之和表示子结构
的外自由度数 而 N

sζ 的维数表示其内自由度数 引入矩阵  

    [ ]N
s

C
s

R
ss ΦΦΦΦ =                                           (5.3) 

和向量 

    [ ]TTTT )()()( N
s

C
s

R
ss ζζζζ =                                    (5.4) 

式(5.1)和式(5.2)可写成  
    sss ζΦ=u                                                     (5.5) 

同子结构 S相联系的动能有一般的表达式  

    ∫=
SD sssss DmT d

2

1 T uu &&                                           (5.6) 

    其中 sm 是质量密度 而 sD 是子结构所占据的域 把式(5.5)代入式(5.6) 得

到离散化的动能表达式  

    ssss MT ζζ && T

2

1=                                                 (5.7) 

其中 

    ∫=
SD sssss DmM dTΦΦ                                            (5.8) 

sM 称为子结构质量矩阵 类似地 Rayleigh耗散函数为 

    ∫=
SD sssss Dc d

2

1 T uu &&F                                           (5.9) 

其中 sc 是分布的阻尼系数 用式(5.5) 可得  

    ssss C ζζ && T

2

1=F                                                (5.10) 

其中 

    ∫=
SD sssss DcC dTΦΦ                                            (5.11) 

用能量内积 ][ ss u,u 的形式写势能  
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    ][
2

1
sssV u,u=                                                 (5.12) 

其中 ][ ss u,u 是一个三维能量积分 由式(1.103)给出  

把方程(5.5)代入式(5.12) 能写 

    ssss KV ζζ T

2

1=                                                (5.13) 

其中 
    ][ sssK ΦΦ ,=                                                 (5.14) 

sK 称为子结构刚度矩阵  

    最后 除阻尼力外 其它非保守力对子结构的虚功可写成 
    ∫=

SD ssss DW dT uδδ f                                          (5.15) 

其中 sf 为均布力向量 包括外力和约束力 用式(5.5)可得 

   δδ T
ssW P= sζ                                                  (5.16) 

其中 

    ∫=
SD sss DdTfP                                                (5.17) 

sP 为子结构的广义力向量 除了阻尼力以外  

子结构的运动方程能用 Lagrange方程得到 

    s
s

s

s

s

s

s

s

s VTT
t

P=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

ζζζζ &&
F

)(
d
d

                                (5.18) 

把式(5.7) 式(5.10) 式(5.13)代入方程(5.18) 得  

    )()()()( ttKtCtM sssssss P=++ ζζζ &&&                               (5.19) 

下面开始组装 引入矩阵  
    =dM 分块对角矩阵 [ ]sM   =dC 分块对角矩阵 [ ]sC    

    =dK 分块对角矩阵 [ ]sK         L,2,1=s                        (5.20) 

以及向量  

    [ ] TTT
2

T
1 )()()()( LL tttt sζζζζ =  

    [ ] TTT
2

T
1 )()()()( LL tttt sPPPP =                            (5.21) 

子结构群的运动方程为  
    )()()()( ttKtCtM ddd P=++ ζζζ &&&                                 (5.22) 

    方程(5.22)为未经连接的子结构方程组 用上标 d 表示 未经连接是指坐标
向量 )t(ζ 中包含一定数量的多余分量 这些多余分量相应于不同的约束 消除多
余坐标的过程是把不相连接的子结构方程连接到一起的过程 假定向量 )t(ζ 有 m

维 有 c个约束 那么独立的广义坐标数是 cmn −= n是系统的自由度数 用
)(tq 表示 n维独立的广义坐标向量 我们能写 )(tζ 和 )(tq 之间的关系  

    =)(tζ β )(tq                                                 (5.23) 
其中β是一个 m n的变换矩阵 依赖于约束的特性 把式(5.23)代入式(5.22)

并且左乘 Tβ 得到耦合的系统运动方程  

    )()()()( ttKtCtM Q=++ qqq &&&                                   (5.24) 

其中 ββ dMM T= ββ dCC T= ββ dKK T=                          (5.25) 
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M C和 K是实对称矩阵 分别为质量 阻尼和刚度矩阵 而 
    )()( T tt PQ β=                                                 (5.26) 

Q(t)是系统的 n维广义力向量 在连接子结构的过程中 约束力消失 因此 向
量 )(tQ 只包含外力的影响  
    矩阵β反映了边界点的某种相容性条件 例如 如果一个点为子结构 r和 s

所共有 由于这一点不管它在结构 r或 s上有相同的位移 我们有 

sr uu =                                                      (5.27) 

其中 u代表位移向量 加上如果在同一点 不可能有角度的变化 因此 
    sr θθ =                                                       (5.28)

其中θ 代表转角向量 它包含小转动假设 消去由约束引起的多余自由度类似于
静态缩聚过程 实际上 如果以一般形式来写约束方程  
    0=ζA                                                      (5.29) 

其中 A为 c m矩阵 把向量ζ 分成包含 n维独立变量的向量 q和 c维不独立变

量向量 dζ 之和 可把矩阵 A分块成  

    [ ]21 AAA =                                                  (5.30) 

其中 2A 是非奇异的 c c阶矩阵 而 1A 是 n c阶矩阵 那么方程(5.29)能写成     
021 =+ dAA ζq                                             (5.31) 

从方程(5.31)可得  
    q1

1
2 AAd =ζ                                                (5.32) 

因此     q
q









−

=







= −

1
1

2 AA

I

dζ
ζ                                    (5.33) 

其中 I是 n阶单位矩阵 比较式(5.23)和式(5.33)得  

    







−

= −
1

1
2 AA

I
β                                                 (5.34) 

上面的讨论中明确地区分了静定和超静定约束 实际上 所有的边界约束应

该同等处理 这是 Graig和 Bampton方法的基础 他们建议所有的约束作为边界
约束处理 而不必专门识别刚体模态 这是一种具有吸引力的思想 其实 图

5.1 中的刚体模态和约束模态都由边界位移给出 因此 只须区分外自由度和内
自由度  
    所谓约束模态是某一个边界点有单位位移 而其它各点都被约束时的振型
Craig和 Bampton用有限元而不是分布参数系统来分析子结构 他们简单地认为
约束位移是边界的节点位移 另一方面 内部模态就简单地是边界节点全部约束

时子结构的正则模态 这种方法的细节可参考文献 C5  
    上述方法一般称为固定约束 界面 模态法 因为用于描述运动的模态相应
于固定约束条件  
    有关分量模态法的讨论及发展可参考文献 D1  
 
5.3 分支模态综合法 
 
另一个基于子结构综合思想的方法称为分支模态综合 它与分量模态综合几

乎同时提出 并有些类似的特点 研究的系统具有链式结构 链式结构中每一个
子结构与另外两个子结构相连接 每边一个 这种方法能拓展到一系列子结构在
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同一点连接的情况 子结构能被分组成为子集 子集称为分支 每一个分支的运

动用分支模态表示 分支模态一般是每一个分支单独的振动模态 每个分支取多

少模态的问题由读者自定 分支模态定义为 让分支中的某子结构是弹性的 而
其它子结构都固定或自由时的模态 在后一种情况下 子结构会有刚体模态 图

5.2  
注意 相容条件为

22 cb qq = 而在第一种情

况 022 == cb qq 分支边界

也可能有其它可能的形

式 如图 5.2 b的左边可看
作是固定而不是自由
Gladwell 以集中质量系统
为例表示了这种方法 但

他未讨论超静定约束  
设 n个自由度的系统动能和势能为  

    qq && MT T

2

1
=                                                (5.35a) 

    qq KV T

2

1
=                                                (5.35b) 

    运用 Lagrange 方程可导出 n 个联列的普通微分方程及 n 阶的特征值问题
当 n 很大的时候 希望将自由度减小为 m m<<n 用分支模态综合法导出的 m
自由度系统能很好地近似原高阶系统 每一个分支运动都由减小的振型表示 这

种方法与分量模态综合类似 主要区别在于模态的定义  
    设系统由分支 B C S组成 分支的运动可用 scb mmm ,,, L 个模态表示

那么缩减系统的自由度数为 sb mmmm +++= L0 其中 0m 是整个系统的刚体模

态数 让 scb XXXX ,,, L0 是 0mn × bmn × cmn × smn × 的刚体模态和分
支模态矩阵 并组合成 n m阶矩阵  
    [ ]scb XXXXX L0=                                    (5.36) 

n维的位形向量 q可写成如下形式  
    uq X=                                                      (5.37) 

其中 u为 m维缩减了的位形向量 把式(5.37)代入式(5.35)得到  

    uu && ∗= MT T

2

1
                                              (5.38a) 

    uu ∗= KV T

2

1
                                               (5.38b) 

其中 MXXM T=∗                                               (5.39a) 
      KXXK T=∗                                               (5.39b) 
称为缩减的质量和刚度矩阵 相应的特征值问题是  
    mUMUK Λ∗∗ =                                                (5.40) 
    其中 mΛ 是估计的特征值对角矩阵 而 U是减小的特征值问题的特征向量矩
阵 用 ),,,(u mii L21= 表示减小的特征值问题的特征向量 用方程(5.37) 可得  

    ii X uq =          mi ,,2,1 L=                                  (5.41) 

当然 只能获得 m个最低阶的系统模态  
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系统有 0m 个刚体模态 因此特征值中前 0m 个是零 所以问题能通过类似于

静态缩聚的过程消去刚体模态而进一步缩减 把矩阵 X分块  
[ ]aXXX M0=                                                 (5.42) 

其中  
    [ ]scba XXXX MLMM=                                         (5.43) 

是一个 )( 0mmn −× 的分支模态矩阵 矩阵 ∗M 和 ∗K 也能分块  

    







=∗

aaa

a

MM

MM
M

0

000                                           (5.44a) 









=∗

aaa

a

KK

KK
K

0

000                                            (5.44b) 

其中  
    0

T
000 MXXM = T

0
T
00 aaa MMXXM == aaaa MXXM T=              (5.45a) 

    0

T

000 KXXK = T

0

T

00 aaa KKXXK == aaaa KXXK T=                (5.45b) 

类似地 把矩阵 U和 mΛ 也分块  

    







=

aaa

a

UU

UU
U

0

000                                              (5.46a) 

    







=

− 00

00
mm

m

Λ
Λ                                             (5.46b) 

    其中 0mm−Λ 是非零特征值的对角矩阵 把式(5.44) 式(5.46)代入式(5.40) 得
到  
    0)(0 0000

mm
aaaa UMUM −+= Λ                                    (5.47a) 

    0)( 00
mm

aaaaaaaaaa UMUMUK −+= Λ                               (5.47b) 

    此外 由于 0aU 是刚体模态矩阵的部分 因而 00 =aaaUK 从式(5.47b)可解

出 aU0  

    aaaa UMMU 0
1

000
−−=                                            (5.48) 

把式(5.48)代入式(5.47b)时得到进一步减小的特征值问题  

    0)( 0

1

000
mm

aaaaaaaaaa UMMMMUK −−−= Λ                           (5.49) 

    剩下的问题是如何产生在式(5.37)中用到的变换矩阵 这个矩阵可通过求解
分支特征值问题获得 例如 在图 5.2a的情况下 矩阵 bX 通过解与分支 B有关

的特征值问题得到 分支 B的左边自由而右边固定 Gladwell的文章中有数值例
子  
    当处理固定 固定系统时 系统至少要分成三个分支  
 
5.4 分量模态置换 
 
    设系统由 a和 b两个子结构组成 而

aq 和 bq 表示界面位移向量 aq
ˆ
和 bq

ˆ
为内

部位移向量(图 5.3) 因此 子结构位移向
量为  
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T

TT







= aaa q

ˆ
qq

T
TT







= bbb q

ˆ
qq                               (5.50) 

用 aP aP
ˆ

bP bP
ˆ
表示相应的力向量  

    
T

TT








= aaa PPP

ˆ
T

TT








= bbb PPP

ˆ
                              (5.51) 

子结构 b的力与位移之间的关系有  
    bbb K q=P                                                    (5.52) 

其中 bK 为子结构 b的刚度矩阵 式(5.52)写成分块的形式有  

    



















=













b

b

bb

bb

b

b

KK

KK

q
ˆ
q

ˆ
2221

1211

P

P
                                      (5.53) 

由于内部点的力为零 因此  

    02221 =+ bbbb KK q
ˆ

q                                            (5.54) 

可把式(5.54)写成  

    bcbcbb T
b

qq
ˆ

q
ˆ

ˆ ==
=0P

                                          (5.55) 

其中 21
1
22 bbcb KKT −−=                                               (5.56) 

因此 brb

cb

b

b T
b

q
q
ˆ
q

q ˆ =











=

=0P
                                         (5.57) 

其中 rbT 是变换矩阵  

    







=

cb
rb T

I
T                                                    (5.58) 

式(5.54) 式(5.58)就是前面讲过的静态缩聚过程  
子结构 b的势能为  

    bbbb KV qq T

2

1=                                               (5.59) 

用式(5.57) 势能可写成受约束的形式 

    bbbcb KV qq T

2

1=                                               (5.60) 

其中 rbbrbb TKTK T=                                                 (5.61) 

bK 称为缩减的刚度矩阵 类似地 如果子结构的动能为 

    bbbb MT qq && T

2

1=                                               (5.62) 

那么约束后的动能是 

    bbbcb MT qq && T

2

1=                                              (5.63) 

其中  
    rbbrbb TMTM T=                                                (5.64) 

未经连接的子结构 a和 b总势能为 
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    bbbaaab KKV qqqq TT

2

1

2

1 +=                                     (5.65) 

由于两个子结构通过界面约束连接在一起 因此有 
    ba qq =                                                      (5.66) 

假定要在同样的坐标系下表示 aq 和 bq 因此 需要从局部坐标向总体坐标的转

换 转换矩阵是方向余弦矩阵  
为了用式(5.66)连接子结构 a和 b 坐标变换为  
    aLb T qq =                                                    (5.67) 

其中 [ ]0ITL =                                                  (5.68) 

把式(5.60)和式(5.67)代入式(5.65) 得到约束系统的总势能为  

    a
a

a
a KV qq T

2

1=                                               (5.69) 

其中 LbLa
a TKTKK T+=                                           (5.70) 

aK 为约束的刚度矩阵  
类似地 约束系统的总动能是  

    a
a

a
a MT qq && T

2

1=                                              (5.71) 

其中  
    LbLa

a TMTMM T+=                                            (5.72) 
aM 为约束系统质量矩阵  
约束系统的运动方程具有紧凑的矩阵形式 
    0=+ a

a
a

a KM qq&&                                             (5.73) 

设 aΦ 是系统的模态矩阵 它由解(5.73)的特征值问题得到 位移 aq 能写成  

    )()()( ttt a

a

a

aa

a

a

a ξξ











==












=

Φ

Φ
Φ ˆ

q
ˆ
q

q                               (5.74) 

其中 )(taξ 是广义位移向量  

一般 存在两个以上的子结构 子结构 b可当作以分支形式连接在一起的系
统所有其它子结构  
设子结构 b的非界面位移能表示成约束模态和固定约束模态的线性组合 定

义同 5.2 节 则约束位移 cbq
ˆ
基本上是约束模态的线性组合 因此 由式(5.56)

表示矩阵 cbT 的列代表了约束模态 用 nbq
ˆ
表示相对于约束位移的非界面位移向

量 因此有 

    nbcbb q
ˆ

q
ˆ

q
ˆ

+=                                                 (5.75) 

用式(5.55) 可写 

    





















=





















=








nb

b

a

a

c

b

b

a

a

b

a T

q
ˆ
q

q
ˆ
q

q
ˆ
q

q
ˆ
q

q

q
1                                          (5.76) 

其中  
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由于 ba qq = 从式(5.76)右边的向量中消去 bq 得到 
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其中
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所以式(5.76)可写成  
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3                                                (5.80) 

其中 ccc TTT 213 =                                                    (5.81) 

位移 nbq
ˆ
是子结构 b固定约束模态的迭加 固定界面运动方程有矩阵形式  

    02222 =+ bbbb KM q
ˆ

q
ˆ&&

                                          (5.82) 

解得  

    )()()( 0 ttt c
b

c
bnbb b
ξΦ

ˆ
q
ˆ

q
ˆ

q ===                                     (5.83) 

其中 固定约束模态矩阵 c
bΦ

ˆ
通过解与方程(5.82)相联的特征值问题得到 利用式

(5.74)和式(5.83)有 
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其中
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    最后 把子结构 a和 b的位移与广义坐标向量 aξ 和 c
bξ 联系起来 把式(5.80)

和(5.84)联系在一起  
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其中  
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下面来推导系统模态 事实上 无连接系统的势能为  
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用式(5.86)得联接后系统的势能为 

    
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其中 c

b

acc T
K

K
TK 5

T
5 0

0
)( 








=                                        (5.90) 

类似地 连接后系统的动能为 
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其中 

    c

b

acc T
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M
TM 5

T
5 0

0
)( 








=                                       (5.92) 

系统的模态能通过解(5.93)的特征值问题得到  
    c

m
c
m

cc
m

c MK ΛΦΦ =                                            (5.93) 

    其中 c
mΦ 为系统模态矩阵 c

mΛ 是对角矩阵 对角元素为频率平方  

为求系统的特征值问题 要解三次特征值问题(5.73) (5.82)和(5.93)  
    这种方法利用约束的子结构 分支模态计算系统模态 同样可导出利用自由
自由子结构模态计算系统模态 详细的可参考文献 B4  

 
5.5 子结构综合 
 
    前面的三种方法有两个共同点 一是都把结构当作子结构的组合 而每一个
子结构的运动用分量模态的迭加表示 它们的区别在于用哪一种模态作为分量模

态  
    本节与前面三种方法的区别是它利用在能量空间完备的允许函数表示子结
构的运动 而不是用分量模态  
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5.5.1 单点内边界 即子结构之间单点连接  
各子结构之间在某一点相互连接 连接点的几何相容条件能通过运动学上的

处理自动满足 子结构的运动用局部参考坐标系的刚体运动来描述 而子结构的
变形定义为相对于这个局部参考系统的运动 因此它适用于旋转子结构 处理陀

螺系统 如带旋转零件的直升飞机和宇宙飞船  
设子结构 C 为中心结构 而 A 是某一个典型的子结构 设原点为 o 的惯性
坐标系为 xyz 中心子结构的参考坐标系 ccc zyx 原点为 C 它是子结构 C上的

任何点 例如子结构未变形状态时的质量中心 从 o点到 C点的向量为 ocW 子

结构上任何一点未变形时相对于

ccc zyx 的位置用 cr 表示 它相对

于 ccc zyx 的位移为 cu 参考系统

ccc zyx 的角速度为 cΩ cW 为子

结构 C 上一点相对于惯性坐标的位
置(图 5.4) 则这一点的绝对速度为  

ccccoccoc urT uWW &&& ++−= Ω)( ~~   
                      (5.94) 
其中 coT 是惯性坐标系 xyz和坐标系

ccc zyx 之间的方向余弦矩阵 cc ur ~~ +
是各项等于 cc ur + 分量的反对称矩
阵 ccc ur Ω)( ~~ + 是简化的向量叉积

ccc Ω×+ )( ur 矩阵表达形式 速度向量 ocW& 和 cΩ 是子结构 C的刚体位移 而 cu 是

子结构上任何一点的变形 类似地 设子结构 A 的参考坐标系为 AAA zyx 原点

在子结构 A与子结构 C的连接点 A 子结构 A上任一点的绝对速度为  
    AAAAcAAcA urT uWW &&& ++−= Ω)( ~~                                  (5.95) 

AΩ 是参考坐标系 AAA zyx 的角速度 它的表达式为  

    AcAAcAcA LT ωβΩΩ ++= &                                       (5.96) 

    其中 cΩ 是牵连角速度 AcT 是 ccc zyx 与 AAA zyx 之间的方向余弦 AL 是

AAA zyx 与 cAcAcA zyx 之间的方向余弦 cAβ& 是结构 c在 A点变形产生的角速度 Aω
是在结构 C上的 A点 AAA zyx 相对于 cAcAcA zyx 的角速度 坐标 cAcAcA zyx 的角速度

包括 cΩ 和 cAβ& AcT 和 AL 使 AW& 和 AΩ 可用 AAA zyx 的分量表示  

    如果子结构 A与 C在 A点是固定的 那么 0=Aω 如果是铰接 那么 Aω 表
示子结构 A相对于子结构 C的旋转 直升机翼的运动就是一个例子  
    对于链式系统 这种描述运动的方式很合适 当有一个子结构 B 在 B 点与
子结构 A相连接时 BW& 和 BΩ 的表达式只要把式(5.9 5)和式(5.96)中的 A改为 B
然后 C改为 A 当有一系列子结构以单点相继链接时 可用同样的方法处理 当
在 A 点有多个子结构与子结构 C 相链接时 也可同样处理 可以把直升机叶片
当作连接于转子的同一点 这是这类问题的实例  
    下面推导系统的 Lagrange 方程 如果子结构 A 是一个典型的外围子结构
且其它外围子结构与 A有同样的形式 那么系统动能可写成  

    ∫∫ +=
Ac m AAAm ccc mmT d

2

1
d

2

1 TT WWWW &&&&                             (5.97) 
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    假定处于平衡状态时子结构 A以均匀的角速度 Aω 相对于子结构C绕 Az 轴旋
转 而其它运动是零 那么 有 
    =cΩ cΘ cθ                                                  (5.98a) 

    =Aω AA Lω AAθ&Θ+                                           (5.98b) 

    其中 AL 是子结构未变形时 Az 与 cAcAcA zyx 之间的方向余弦向量 cΘ 和 AΘ 是
依赖于 ciθ 和 Aiθ ),,2,1( ni L= 的 3 3矩阵 一般 ciθ 和 Aiθ 可以任意大 但不能

用向量表示 而角速度能用向量 cθ& 和 Aθ& 表示 因此动能可写成  

    ,, ciocTT θW&(= ,,,,, cAcAccc uuuu &&&θ ,Aiθ )tAAA ,,, uu &&θ                  (5.99) 

    如果势能完全是由弹性产生 包括子结构之间的约束 我们可用一般形式写
系统的势能  

    ][
2

1
][

2

1
)( 21 AAccAAUV uuuu ,,, ++= θθ                           (5.100) 

    其中 式(5.100)右边的三项分别为约束子结构 A垂直于 Az 轴角运动产生的 A
点扭转弹簧势能 子结构 c的能量内积和子结构 A的能量内积  
    利用式(5.99)和式(5.100) 可导出 Lagrange 运动方程 方程组有混合的形式
其中有些是普通的微分方程 而有些是偏微分方程 方程也可能是非线性或有时

变系数 假定只研究平衡位置附近的小运动 并且只考虑具有惯性对称的旋转结

构 运动方程能简化为具有非时变系数的线性运动方程 但方程组仍然是混合的
兼有普通微分方程和偏微分方程  
系统能用 Rayleigh Ritz法离散化 用允许函数把弹性运动表示成分离变量
的形式  
    cc Φ=u cη                                                  (5.101a) 

    AAA ηΦ=u                                                  (5.101b) 
    cΦ和 AΦ 是对子结构 C和 A的 3 cN 和 3 AN 的允许函数 它们是空间位

置的函数 cη 和 Aη 是 cN 维和 AN 维依赖于时间的广义坐标向量 允许函数的意

思是函数必须满足由运动过程要求的几何边界条件 引入广义位置向量  
    ,,,,q 2121[ AAcc θθθθ= TTT ]Ac ηη ,                                   (5.102) 

系统的动能可写为  

    qqqqqq TKFMT TTT

2

1

2

1 ++= &&&                               (5.103) 

其中
2

2

q&∂
∂ T

M
qq &∂∂

∂ T
F

2

2

2

q∂
∂ T

KT                               (5.104) 

M F和 K为常系数方阵 类似地 势能可写成  

    qq VKV T

2

1=                                               (5.105) 

其中 VK 为分块对角矩阵  
 

=VK 分块对角 [ ]][][0 22
AAccAU ΦΦΦΦ ,, MMM θ∂∂              (5.106) 

 
 
系统的 Lagrange方程能写成  
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    0
d

d =
∂
∂−

∂
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q
)

q
(

LL
t &

                                           (5.107) 

其中 VTL = 是系统的 Lagrange 函数 把式(5.103)和式(5.105)代入式(5.107)
得运动方程为  
    0=++ qqq KGM &&&                                           (5.108) 

其中 M是对称的质量矩阵  
    FFG T=                                                  (5.109) 
G为反对称陀螺矩阵  
    TV KKK =                                                 (5.110) 

K 是对称的刚度矩阵 它包括了弹性和离心效应 这一类的方程已经在本书其
它地方多次讨论 如果系统中无旋转子结构 那么公式仍然适用 只要把陀螺项

去掉即可  
如何选择允许函数 前面已经讨论过了 有限元法中的单元插值函数可当作

特殊类型的允许函数来描述子结构的运动  
 

5.5.2 无限多点内部边界 子结构之间用无限多点连接  
    前面介绍的子结构综合法利用运动学原理来自动满足几何相容条件 在连续
的二维和三维问题中 内部边界由线和面组成 有无限多个内部点 因此前面介
绍的方法不再适用 几何相容条件必须通过其它方法来保证 在这类问题中 把

结构当作未经连接的子结构的组装 而每一个子结构的运动用有限个允许函数来

表示 然后通过一些几何相容条件 使结构象一个整体一样运动 把这些几何相

容条件减少成施加在未连接位移向量上的约束  
    内部边界要在无穷多个点满足相容条件是不可能做到的 因为这意味着需要
无穷多个约束方程 而采用的允许函数集是有限的 这将使内部边界的处理与域

内的处理过程不一致 因此必须放松内部边界的约束条件  
    考虑内部边界不能精确满足的情况 结构在内部边界上只在有限个点的地方
相连接 这种结构作为完全不连接的结构与实际结构之间的一种近似 称为中间

结构 对于中间结构 Rayleigh Ritz法是有效的  
    可用不同的方法在有限个点强加几何相容条件 这里将采用加权残数法 这
时 中间结构代表了由所用加权函数和它们的数目定义的数学方法 工具 随

着加权函数的增加 中间结构必须从极限上趋近于实际结构  
    讨论两个典型的毗邻子结构 r和 s 并假设每一个子结构的能量内积中含有
位移的 p阶导数 即指几何相容条件含有从零到 p-1阶导数 例如 对 p=2 几
何相容必须使 
    sr uu =                                                     (5.111a) 

    
s

s

r

r
n

u
n

u
∂

∂=∂
∂                                            (5.111b) 

    在 r和 s共有的内边界 rsS 上的每一点都满足
r

r
n

u
∂

∂ 是位移向量 ru 对子结

构 r内边界外法线 rn 的偏导数 显然 对一般的边界 对一般的子结构允许函数
方程 (5.111)只能近似地满足 因此我们研究加权残数法和权函数

),,2,1( rsrsi Mig L= 设在边界 rsS 上加权平均误差为零  

    0)d( =−∫ rss srrsi Sg
rs

uu       rsMi ,,2,1 L=                      (5.112a) 
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    0)d( =
∂
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∂
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∫ rss
s

s

r

r
rsi Sg

rs n
u

n
u

   rsMi ,,2,1 L=                      (5.112b) 

    公式(5.112)代表把不相连接的子结构连接在一起 形成中间结构的约束方
程 当权函数趋向无穷多时 几何相容条件(5.111)将在边界 rsS 的每一点都满足

所取的加权函数来自完备集 它们本身是线性独立的 所以 当 rsM 趋向无穷时

中间结构趋向于实际结构 但对实际情况 rsM 必须取有限个 在某些特殊的场

合 rsig 是空间的 Diracδ函数时 式(5.112)保证在边界 rsS 上 rsM 有限 个点

满足边界条件(5.111) 因此 在这种情况下 中间结构通过把实际边界用有限离
散点集代替而获得 中间结构的特征值给出了未经连接的子结构特征值的上界

由于在 rsM 个点上有了约束 而不是实际结构特征值的上界 所以可能存在

中间结构计算的特征值低于实际结构的特征值 中间结构特征值问题的收敛过程

必须考虑两个极限过程 一是子结构允许函数增加 另一个是内边界加权函数的
增加  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
附录  
(1)  Power法 
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    MXKX 2ω=   AXMXKX 1

2

1 =
ω

 

设 nn XcXcXcX +++= L2211
)1(  

    nXXX ,,, 21 L 是矩阵 A 的特征向量 也是相应于特征值问题 MXKX 2ω 的

特征向量 它们相应的频率为 nωωω <<< L21 22
2

2
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111

nωωω
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希望通过 p次迭代使 1
)( XX p →  

迭代计算式  
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    Power法可利用来求解最大或最小特征值和特征向量  
(1) 同步迭代法 

    从 iii XAX λ= 出发 其中 MKA
i

i
1

2

1 −==
ω

λ  

设 ],,,[ )1()1(
2

)1(
1

)1(
muuuU L=  

    而 mm XcXcXcu 1212111
)1(

1 +++= L  
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第一次迭代  
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    如果每次都只用 kk AUU 1+ 则所有 kU 都趋向于第一振型 因此只有采用正

交化 才能使 iu 趋向于第 i个振型  

正交化过程  
    向量 mXXX ,,, 21 L 线性独立或线性相关 则正交化过程为  

    (1) 
1

1
11 X

XXY
ˆˆ

其中 1X 为数积的模 1ŷ 为正则化向量  

    (2) 修正 11
1 )( YXYXX iii

ˆ
,

ˆ
)( −= mi ,,3,2 L= 使所有的 )1(

iX 与 1

ˆ
Y 正交  

    (3) 正则化 )1(
2

)1(
2

2 X
XY =

ˆ
 

 (4) 修正 2
)1(

2
)1()2( )( YXYXX iii

ˆ
,

ˆ
−= mi ,,4,3 L= 使所有 )2(

iX 与 2

ˆ
Y 正交  
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    (5) )1(

)1(

−

−

= j
j

j
j

j X
X

Y
ˆ

ˆ
j

j
ij

j
i

j
i YXYXX

ˆ
,

ˆ
)( )1()1()( −− −= mji ,,1L+=  

直至
)(

)(
ˆˆ

1

1

−

−

= m
m

m
m

m X
XY   

如果 2U 中的第一个向量已经符合条件为 1X 的 1λ 倍 则正交化过程中所乘的   

2
1

1
1

)2(
1 ωλ == −u 而 11

ˆ
XY = 修正步骤 2 为 

    m
m

m XcXcXcu
2222

2

2212
1

21
)2(

2

111

ωωω
+++= L  

它与 11

ˆ
XY = 的数积为

2
1

21

1

ω
c 因为 1X 与 mXX ,,2 L 正交 因此修正步骤相当于

从 )2(
2u 中除去与 2

1ω 有关的项 以此类推 每作一次修正 即意味着把低阶振型彻
底清除 这样 当再进行一次 kk AUU =+1 时 其中的 k

ju 就会接近相应的第 j阶振

型 而不是第一主振型 而正交化过程中正则化时的系数将趋近于特征值 频率

平方 因此迭代式修正为 kk UAU
ˆ

1 =+  

对 MXKX 2ω 的问题  

    kkk UMKUAU
ˆˆ

1
1

−
+ ==  

 kk UMKU
ˆ

1 =∴ +  

所有过程适用 只是正交化时 
)1()T1()1( −−− = j

j
j

j
j

j MXXX  

而  )1(T)1( )( −− = j
ij

j
ij MXYXY

ˆ
,

ˆ
 

 
 
 
总结 
0. 引言 
1. 方程 
离散系统      连续系统 
Lagrange方程    Hamilton原理 变分原理  

   自共轭系统 非自共轭系统  
   内积 能量内积 

2. 连续系统的离散化方法 
    Rayleigh Ritz法 假定模态法 加权残数法 包括 Galerkin法 配置法
最小二乘法 子域法和矩法  
3. 有限元法 
    本质上是 Rayleigh Ritz法 但自成体系 特点是对复杂边界收敛慢  
4. 具有大自由度系统 缩减的方法 
    静态缩聚 质量缩聚 同步迭代 子空间迭代 分段法 
5. 子结构综合 
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    分量模态综合 分支模态综合 分量模态置换 子结构综合 
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