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第五章 微小型四旋翼无人直升机状态估计 

§5.1 引言 

通过前面几章的内容，我们知道要实现微小型四旋翼无人直升机的自主飞行控制，则

必须首先获得动力学模型的状态变量。飞行器上的传感器包括四个光电码盘和一个微惯导

单元（MIMU），通过这些传感器可以直接获得四个旋翼的转速、体坐标系下的线加速度以

及体坐标系下的角速率。不能由传感器直接获得的状态量，包括地面坐标系下的位置与速

度以及欧拉角、欧拉角速度，它们只能通过状态估计的方法获得。由于微小型四旋翼无人

直升机的状态方程和量测方程均为非线性的，需要设计一个非线性滤波器来实现系统状态

估计。 
解决非线性滤波问题的最优方案需要得到其条件后验概率的完整描述，然而这种精确

的描述需要无穷的参数，这在实际中是无法实现的。为此人们提出了大量次优的近似方法，

主要有两大途径：对高阶项实行忽略或逼近，从而将非线性环节线性化；通过采样方法近

似非线性分布[47]。 
扩展卡尔曼滤波（EKF）就是通过对非线性函数的 Taylor 展开式进行一阶线性化截断，

从而将非线性问题线性化。但是这样就忽略了非线性函数的高阶导数项，在很多实际应用

当中会带来很大的偏差，并且在局部线性化不成立的时候会产生不稳定的滤波。另外，EKF
需要计算 Jacobian 矩阵，其推导复杂性使得许多应用非常困难[48]。 

为了突破 EKF 受到的限制，Julier 等人基于近似非线性函数的概率密度分布比近似非

线性函数更容易的观点，提出了 Sigma 点卡尔曼滤波（SPKF）算法[49]。该算法利用统计

线性化技术，通过一组仔细选择的相关统计参量，将非线性映射直接作用于各 Sigma 点，

根据映射后的点集重建统计参量，然后根据新的统计参量重新选择 Sigma 点集并重复上述

过程。这种方法可以在不必对非线性影射近似的情况下，使一个随机变量的分布按非线性

映射递推传播。根据 Sigma 点选取的不同，SPKF 又可分为 Unscented 卡尔曼滤波（UKF）、
中心差分卡尔曼滤波（CDKF）以及为减少运算开销和提高计算过程数值稳定性而导出的

平方根形式 SR-UKF（Square Root UKF）和 SR-CDKF。 
本章首先介绍了 SR-UKF 算法，然后讨论了 SR-UKF 算法在微小型四旋翼无人直升机

状态估计中的应用，最后给出了仿真结果。 

§5.2 SR-UKF 滤波算法 

SR-UKF 是 UKF 的平方根滤波形式。在 UKF 中，为了构成 sigma 点集，每次时间更

新都要计算状态协方差矩阵的平方根，这是计算开销最大的操作之一。为了提高效率，增

强状态协方差矩阵更新等计算过程中的数值稳定性，导出了 UKF 的平方根形式[49-51]。它
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利用矩阵 QR 分解、矩阵 Cholesky 分解因数更新等强有力的线性代数技术，以 Cholesky
分解因数的形式直接传播和更新状态协方差矩阵的平方根。 

§5.2.1 UT 变换 

UT 变换是 SR-UKF 方法的核心和基础，它是一种计算随机变量经过非线性变换后统

计特性的方法。具体的变换方法可用图 5.1 表示，在确保采样均值与协方差为 x 和 xxP 的前

提下，选择一组点集（sigma 点集），将非线性变换应用于每个 sigma 点，得到非线性转换

后的 y 和 yyP 就是变换后 sigma 点集的统计量[52-54]。 

非线性变换

 
图 5.1 UT 变换原理 

UT 变换算法中，最重要的是确定 sigma 点采样策略，也就是确定使用 sigma 点的个数、

位置以及相应权值。目前，已有的采样策略有对称采样、单形采样、3 阶矩偏度采样以及

高斯分布 4 阶矩对称采样等。本文将采用对称采样策略，下面给出基于该策略的 UT 变换

算法框架。 
设随机变量 x经过非线性变换 )(xfy = ，其中 x 的均值和方差分别为 x 和 xxP ，维数为

n，则 y 的统计特性可以通过以下步骤得到： 

1）求取 sigma 点集 
根据 x 和 xxP ，利用对称采样策略可得到 12 +n 个 sigma 点，以及相对应的权值。 

x=0χ                                                               （5.1） 
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其中， nn −+= )(2 καλ ；α 决定 sigma 点围绕均值的散布，通常取一小正数（如：

141 ≤≤− αe ）；κ 为比例因数，一般在状态估计时取 0； β 为另一比例因子，用来合并随

机变量分布的先验知识（对于高斯分布，其最优值为 2）； ixxPn ))(( λ+ 是加权协方差矩阵

的第 i列。 
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2）所采样的输入变量 sigma 点集{ }iχ 中的每个 sigma 点进行 )(•f 非线性变换，得到变

换后的 sigma 点集{ }iy 。 

nify ii 2,,0),( == χ                                                   （5.7） 

3）对变换后的变 sigma 点集{ }iy 进行加权处理，从而得到输出变量 y 的统计量 y 和 yyP 。 
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§5.2.2 矩阵 QR 分解与 Cholesky 分解因数更新 

在 SR-UKF 中，需要应用矩阵 QR 分解与 Cholesky 分解因数更新，下面分别给出两者

的定义[51,55-57]。 

若矩阵 TAAP = ，其中 nmA ×ℜ∈ ， mn > ，则可进行 QR 分解： QRAT = ，记为 { }TAqr 。

其中， nnQ ×ℜ∈ 为正交矩阵， mnR ×ℜ∈ 为上三角矩阵。由此可得 RRQRQRP TTT == ，可

见 TR 即为P 的 Cholesky 系数。 

若已知矩阵P 的 Cholesky 系数 TR ，则称 TuuvP ± 的 Cholesky 系数为P 的 Cholesky

系数一阶更新（rank-one update），记为 { }vuRcholupdate T ±,, 。 

§5.2.3 状态估计 SR-UKF 滤波算法 

在卡尔曼滤波框架中，对一步预测方程，使用 UT 变换、矩阵 QR 分解和 Cholesky 系

数一阶更新来处理均值和协方差的非线性传递，就成为 SR-UKF 算法[50-51]。 
考虑系统方程中存在加性噪声的情况，设系统模型为 

kkkk vuxfx +=+ ),(1                                                    （5.10） 

kkk nxhy += )(                                                        （5.11） 

式中， n
kx ℜ∈ 为 k 时刻系统的 n维状态向量，它是不可观测的； m

ky ℜ∈ 为量测向量；

ku 为已知的外部输入； kv 为零均值系统过程噪声，是方差为 vR 的Gauss 白噪声； kn 为零

均值量测噪声，是方差为 nR 的Gauss 白噪声。 

状态估计 SR-UKF 的具体算法流程如下： 
1）状态初始化 

][ˆ 00 xEx =                                                            （5.12） 
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nnvv RSRS == ,                                                    （5.14） 
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2）确定 sigma 点集 

[ ]
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3）时间更新 
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4）测量更新 
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5） 1+= kk ，转至第 2）步。 

其中，比例系数 λγ += n ， ky 为 k 时刻的量测向量， kx̂ 与
kxS 分别是 k 时刻的状态向

量和协方差阵的估计值；权值
)(

0
cw 可能为负值，因此 Cholesky 一阶更新（5.19）与（5.24）

是必须的；sigma 点重构（5.20）的目的是将过程噪声混合添加到 sigma 点的非线性传递过

程中去。 
与标准的 UKF 算法相比，SR-UKF 具有两个明显的优点[55]： 
1）sigma 点集的构成和不确定性的传播都只需要协方差矩阵的平方根，而不再需要完

整的协方差矩阵，只存储和运算平方根因数可以降低计算负担，获得更高的效率。 
2）协方差矩阵要有意义，则它必须是非负定的，而对于非线性系统而言，并不能完

全确保其非负定性。但是利用平方根得到的协方差矩阵一定是非负定的，因此平方根形式
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可以获得更稳定可靠的结果。 

§5.3 微小型四旋翼无人直升机状态估计算法 

SR-UKF 是基于模型的滤波方法，因此必须首先建立系统状态方程与量测方程。微小

型四旋翼无人直升机的状态方程即为第二章中的动力学方程，而建立量测方程时除了动力

学特性，还需要考虑传感器的各种误差的影响。 
基于微小型四旋翼无人直升机的状态方程与量测方程，利用标准的 SR-UKF 算法可构

建起系统的状态估计模块，与前面几章的内容结合实现整个系统的闭环仿真。 

§5.3.1 状态方程与量测方程 

1、状态方程 
为了满足第三、四章中所设计控制器的需要，选取状态量为： 

[ ]Tkkkkkkk zyxX ψθφ=                                         （5.30） 

线速度状态方程就是第二章中给出的动力学模型，但是与动力学模型状态变量不同，

这里需要对欧拉角速率进行估计。因此，首先要建立欧拉角加速度的状态方程。 
对式（2.64）求导，可得： 
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        （5.31） 

将式（2.60）、（2.65）代入（5.31）即可得欧拉角加速度状态方程。 
设采样周期为T ，采样点为 nkkT 2,1, = ，则可将上述状态方程离散化为如下形式： 

kkkk vuXfX += − ),( 1                                                   （5.32） 

其中， [ ]Tk aaaau 4321= 将四个旋翼的转速作为外部输入， kv 为 Gauss 白噪声，

且 ),0(~ 16 vk RNv × 。 

将状态量 kX 积分，可获得位置 [ ]Tkkk zyx 和欧拉角 [ ]Tkkk ψθφ 。 

2、量测方程 
微惯导单元（MIMU）可以测量飞行器体坐标系下的线加速度和角速率，但是传感器

量测值包含了多种误差，主要包括：器件本身制造缺陷引起的误差（标度因数误差和不对

称性误差）、安装误差（交叉耦合误差）、漂移误差以及随机误差等。这些误差都必须通过

状态估计的方法进行补偿与修正，所以建立量测方程时必须将这些误差考虑在内[21,58]。 


