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§3.2.2 严格反馈系统 

考虑如下形式的非线性系统 
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其中， [ ] nT
n Rxxxx ∈= ,,, 21 为系统状态， Ru∈ 为系统的控制输入， if 和 ig 为光滑

的非线性函数，且 0≠ig 。因为 if 和 ig 仅与反馈状态 ixx ,,1 有关，而与 1+ix 无关，所以系

统（3.3）称为“严格反馈系统”[24]。 
Backstepping 要求系统结构必须是严格反馈系统或可经过变换化为该种类型的非线性

系统。 

§3.2.3 Backstepping 算法及其稳定性证明 

Backstepping 的设计思想是：针对满足严格反馈控制结构的系统，通过反向递推设计，

用系统化的方法同时构造 Lyapunov 函数和镇定控制器。基于 Backstepping 的控制器设计方

法，其基本思路是将复杂的系统分解成不超过系统阶数的子系统，然后通过反向递推设计

为每个子系统设计部分 Lyapunov 函数和中间虚拟控制量，直至完成整个控制器的设计[24]。 

假设系统（3.3）的平衡点为原点，即 [ ]Tx 0,,0= ，其反馈控制器的 Backstepping 设

计共有n个步骤。 
 第 1 步：定义误差变量 11 xw = ，则其导数为 
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其中， 122 α−= xw 为误差变量， 1α 是待定的虚拟控制作用， 11 ff s = 。 

选取侯选的 Lyapunov 函数 1V 为 

2
11 2

1 wV =                                                             （3.5） 

则沿（3.4）式对时间的导数为 
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选取 1α 为 
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其中， 01 >c 为一个常数。将式（3.7）带入（3.6），得到 

211
2
111 wwgwcV +−=                                                     （3.8） 

考虑到闭环系统的全局稳定性，耦合项 211 wwg 将在下一步中消去。将式（3.7）带入

（3.4），得到（3.4）的闭环形式为 

21111 wgwcw +−=                                                       （3.9） 

 第 2 步： 2w 的导数为 
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其中， 233 α−= xw 为误差变量， 2α 是待定的虚拟控制作用， 
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选取侯选的 Lyapunov 函数 2V 为 

2
212 2

1 wVV +=                                                        （3.11） 

则 2V 沿（3.10）对时间的导数为 

)( 222112322
2
11

2212

sfgwgwwwgwc

wwVV

++++−=

+=

α
                              （3.12） 

选取 2α 为 
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其中， 02 >c 为一个常数。将式（3.13）带入（3.12），得到 
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2
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112 wwgwcwcV +−−=                                             （3.14） 

其中，耦合项 322 wwg 将在下一步中消去。将式（3.13）带入式（3.10），得到（3.10）

的闭环形式为 

3211222 wgwgwcw +−−=                                                （3.15） 

 第 i步： iw 的导数为 
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其 中 ， iii xw α−= ++ 11 为 误 差 变 量 ， iα 是 待 定 的 虚 拟 控 制 作 用 ，
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选取侯选的 Lyapunov 函数 iV 为 

2
1 2

1
iii wVV += −                                                        （3.17） 

则 iV 沿式（3.16）对时间的导数为 
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选取 iα 为 
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其中， 0>ic 为一个常数。将式（3.19）带入（3.18），得到 
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其中，耦合项 1+iii wwg 将在下一步中消去。将式（3.19）带入式（3.16），得到（3.16）

的闭环形式为 

111 +−− +−−= iiiiiii wgwgwcw                                             （3.21） 

 第n步： nw 的导数为 
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其中， ( )
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选取侯选的 Lyapunov 函数 nV 为 

2
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1
nnn wVV += −                                                       （3.23） 

则 nV 沿式（3.22）对时间的导数为 
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选取控制器u 为 
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国防科学技术大学研究生院学位论文 

第 22 页 

其中， 0>nc 为一个常数。将式（3.25）带入（3.24），得到 
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将式（3.25）带入式（3.22），得到（3.22）的闭环形式为 
ugwgwcw nnnnnn +−−= −− 11                                             （3.27） 

根据以上的反向递推过程，可以得到闭环误差系统为 
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系统（3.3）在控制器（3.25）的控制之下，构成闭环系统（3.28）；Lyapunov 函数（3.23）
沿误差系统（3.28）的导数为（3.26）。根据定理 3-1，容易证明：闭环误差系统（3.28）的

平衡点 0=w 是全局渐近稳定的。 

§3.3 基于 Backstepping 的飞行控制系统设计 

本节首先对第二章的动力学模型进行简化，然后根据系统特性进行了整个控制系统的

设计，最后利用 Backstepping 方法设计了控制器。 

§3.3.1 动力学模型 

微小型四旋翼无人直升机完整的数学模型见式（2.69）~（2.71）。本文所研究的是在

室内或室外无风条件下，微小型四旋翼无人直升机悬停或慢速飞行控制，即考虑飞行器姿

态变化很小的情况。在第二章的建模假设基础之上，可以进一步作如下假设： 
 忽略旋翼中心至机体质心的垂直距离； 
 忽略风的干扰，不计空气摩擦阻力； 
 根据式（2.60），认为欧拉角速率等于体坐标系下角速率； 
 不考虑旋翼挥舞，认为它只受到与其转速的平方成正比的升力和反扭力矩作用； 
 认为旋翼质量很轻，不考虑其转动惯量矩。 

另外，为了简化问题，可以将动力系统模型从整个系统动力学模型中分离出去，即直

接将旋翼转速当作系统动力学模型的输入。 
根据以上假设，可以得到简化的动力学模型如下： 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−−=

+−=

1

1

1

1)cos(cos

1)cossinsinsin(cos

1)sinsincossin(cos

U
m

gz

U
m

y

U
m

x

θφ

ψφψθφ

ψφψθφ

                                  （3.29） 



国防科学技术大学研究生院学位论文 

第 23 页 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+Ω−
−

=

+Ω+
−

=

+
−

=

2

3

4

)(

)(

1)(

U
I
l

I
J

I
II

U
I
l

I
J

I
II

U
II

II

xx

rotor

x

zy

yy

rotor

y

xz

zz

yx

θψθφ

φψφθ

θφψ

                                       （3.30） 

其中， 41 ~ ΩΩ 分别为四个旋翼的转速， 41 ~ UU 为系统控制量，且有： 
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式（3.30）右边第一项为机体陀螺效应，第二项为旋翼陀螺效应，第三项为旋翼空气

动力学效应（包括升力和阻力矩）。 
另外，依据本文§2.2 中微小型四旋翼无人直升机的机体构造与飞行原理有： 1U 为 z 轴

方向线运动控制量； 2U 为横滚姿态φ和 y 轴方向线运动控制量； 3U 为俯仰姿态θ和 x轴方

向线运动控制量； 4U 为偏航姿态ψ 控制量。 

§3.3.2 飞行控制系统设计 

根据微小型四旋翼无人直升机的动力学模型（3.29）~（3.30），它有 6 个自由度，而

只有 4 个控制输入，因此对其研究可归结为欠驱动控制问题。 
对于微小型四旋翼无人直升机，其飞行控制系统设计的难点在于 x 、 y 两个自由度是

欠驱动的，分别由θ和φ间接驱动，即必须要有俯仰/横滚转动，才能引起 x / y 轴向上的平

动。对于这样的系统，通常采用 Backstepping 设计光滑时变反馈控制律，其优点是控制律

光滑，便于实现，可保证系统渐进稳定；缺点是所设计的控制律一般比较复杂。 
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图 3.1 微小型四旋翼无人直升机控制系统结构 


